s %a

DDA
HITIT

UNIVERSITESI

T.C.
HITIT UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIiM ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN BASLANGIC VE SINIR
DEGER PROBLEMLERININ DDY iLE COZUMU

Yiiksek Lisans Tezi

Mustafa Furkan PURLUSOY

Corum- 2023






DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN BASLANGIC VE SINIR DEGER
PROBLEMLERININ DDY iLE COZUMU

Mustafa Furkan PURLUSOY

Lisansistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

TEZ DANISMANI

Dr. Ogr. Uyesi Merve YUCEL

Corum 2023



Mustafa Furkan PURLUSOY tarafindan hazirlanan “Diferansiyel Denklemler icin Baslangic ve
Sinir Deger Problemlerinin DDY ile Coziimii” adli tez calismast .../.../ ...... tarihinde asagidaki
jiiri liyeleri tarafindan oy birligi/oy coklugu ile Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans/Doktora tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU e e

Dr. Ogr. Uyesi Hiiseyin ALTUNDAG e eenenins

Dr. Ogr. Uyesi Merve YUCEL e st

Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Yénetim Kurulunun .../.../...... tarih ve ...............
sayili karart ile ......cccoeeveiirininee 11 ST Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans/Doktora

derecesi almasi onanmistir.

(Imza)
Prof. Dr. Muhammed Asif YOLDAS

Lisansiistl Egitim Enstitiisii Miidiiri



TEZ BIiLDIRIiMi

Tez icindeki biitlin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini beyan ederim.

Mustafa Furkan PURLUSOY



DIiFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN BASLANGIC VE SINIR DEGER PROBLEMLERININ DDY
ILE ¢OZUMU

Mustafa Furkan PURLUSOY

ORCID:0000-0003-16717-6217

HIiTiT UNiVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
Yiuksek Lisans Tezi

Eyliil 2023

OZET

Bu calismada tek boyutlu ve iki boyutlu diferansiyel donlisiim yontemi (DDY) kullanilarak,
baslangic deger ve sinir deger problemlerinin ¢oéziimleri arastinlmistir. ilk boliimde 6én
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ABSTRACT

In this study, the solution of the initial value and boundary value problems were investigated
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(DTM). In the first part, definitions and proposties related to one-dimensional DTM are given
and corresponding examples are given in the third part. In the fourth section, the properties
of the two-dimensional differential transformation are given with their proofs and their
application. In the last section, applications of the two-dimensional differential

transformation method are made.

Key Terms: Differential equations, Differential Transform Method, Boundary-Value

problems

Science Code: 20406



TESEKKUR

Tez calismamin hazirlanmasinda hocam Dr. Ogr. Uyesi Merve YUCEL’ e tesekkiirlerimi

sunarim.

Mustafa Furkan PURLUSOY

Vi



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ... coueeeeusseessssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssasssasasessssa e s s s RS SEERS R R R R R R iv
ABSTRACT .c.cvvuureersseessssssesssssessssesssssssssssssssssssssssssesssssesssassesssssessssssesssssesssssesssasesssssesssassesssssessassessassesssss v
TESEKKUR ....couesturesssesssssssessssssssssssssessssssssssssesssessssssssssssesssessssssssessssssssssssssesssessesssasesssssssssasssssesssssans vi
ICINDEKILER ....coouoetuueesssessssessssessssssssssessssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssesssssssssessessssasssssssssssssssssessssssans vii
SEKILLER DIZINI ...ouveuiesrussessssssssesssessssssssssssssessssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssessssessasssssssssssessssssssssesss ix
SIMGELER VE KISALTMALAR ...covumreumuuseessssssesssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssasssssess X
4 {3 1 1
1. BOLUM
ON BILGILER
1.1 O1 BILGILET ..vvvvvvvuvuuessssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssess e85 5558555555555 5 858 R R R RRRRRRRRRRRRRRRRRS 4
2.BOLUM
BiR BOYUTLU DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI
2.1. Bir Boyutlu DDY Tanimi Ve OZellIKIET ... rerersssueuseeessssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssssssssssssssnesens 8

3. BOLUM
DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMININ BAZI UYGULAMALARI

3.1. Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem i¢in Sinir-Deger Problemlerinin DDY ile

L0140 056 L0 DR 19
C
Bl L. O TIEK ettt ettt et et et et et et et eee et e eeeeeeeeeeee et e e e e neeeeeeee e et et e eneeeenreeen 19
T 0 ) 1 =) ST R OO 21

3.2. Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem i¢in Sinir-Deger Probleminin
DDY 1€ COZUMTL.tererureeisier e e ereee e s ss s e e e e e ees e e e e e e emeee e en en e e seseeereeneeennennenns 23

3.3. Ikinci Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem igin Sinir-Deger

Problemlerinin DDY il COZUMUL....ccoutiirariiries ettt ettt e e e e e e es e saeesn e 25
K30 T TR0 ' o =3O U T 25

vii



30302 OTTIEK ettt et et ee et et et et eee et et e e eeeeaeeee et e ee e e e ten e e eeeeeeeeeenn enen 26

I T T 0 ) 1 =) ST SRRSO RRPRRN 28

4. BOLUM
IKi BOYUTLU DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI
4.1. Iki Boyutlu DDY tanimi Ve OZEIIKIETI .................ccessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssee 31
5.BOLUM

iKi BOYUTLU DiFERANSIYEL DONUSUM YONTEMININ BAZI UYGULAMALARI

5.1 OFNIEK covvveereseeesssssessessssssessssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssss st bess s ARs s R AR AR RS R RS S R R R R R R R 36
S 0 =)o 38

Sayfa
SONUCG/SONUG VE ONERILER........occtumeessnesssssesssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 41
KCAYNAKCGA ...ooeeerusseeesssssssessssssssessasssssssasssssessasssssssasssssssasssssessasssssssssssssessasessssssssssssssssssssssssssessssssssssassnns 42

viii



SEKILLER DiZiNi

Sekil Sayfa
Sekil3.1. DDY ¢oziimii (mavi ¢izgi) ile kesin ¢6zlimiiniin (kirmiz ¢izgi) karsilastirilmasi......22
Sekil 3.2. DDY ¢oziimi (mavi ¢izgi) ile kesin ¢o6ziimiiniin (kirmizi ¢izgi) karsilastirilmast.....26
Sekil 3.3. DDY ¢oziimi (mavi ¢izgi) ile kesin ¢o6ziimiiniin (kirmizi ¢izgi) karsilastirilmast......28
Sekil 3.4. DDY ¢oziimi (mavi ¢izgi) ile kesin ¢oziimiiniin (kirmizi ¢izgi) karsilastirilmast......30
Sekil 5.1. Problemin kesin ¢OZUM Grafifi........ccouemeemeeeeseessesseesssessessssessesssssssesssssssessssssssssssssssssssssses 37

Sekil 5.2. Problemin Kesin ¢OZUMmM grafifi.......ccoeeeeeseeeesseesessseessessssssssessesssssssessssssssssssssssssssses 40



SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

Dp Diferansiyel doniisiim operatori

Dp ! Ters Diferansiyel doniisiim operatorii

my (X,Y) m(x,y) fonksiyonunun x degiskenine gore tiirev fonksiyonu

my (X, y) m(x,y) fonksiyonunun y degiskenine gore tiirev fonksiyonu
myy (X,y) m(x,y) fonksiyonunun x ve y degiskenine gore tiirev fonksiyonu
Kisaltmalar

DDY Diferansiyel déniisiim yontemi



GIRIS
Cebirsel, diferansiyel, integral vb. denklemleri analitik olarak ¢6zmek cogu zaman imkansiz da
olabilir. Bundan dolayi, problemlerin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in niimerik yontemler
gelistirilmistir. Nlimerik yontemler teorinin pratikte kullanilabilmesi agisindan son zamanlarda
daha da 6nemli hale gelmistir. Bircok niimerik yontem farkli problemleri ¢6zmek amaciyla

kurulmustur. Laplace, Fourier, Adomian, Wavelet, Galerkin, Runge Kutta, Newton ve Diferensiyel

Dontlisiim yontemi en ¢ok uygulanan niimerik yontemlere 6rnek olarak gosterilebilir.

Diferensiyel Doniisim Yontemi (DDY) ilk defa Zhou (1986), tarafindan elektrik devrelerinin
analizinde ortaya cikan probleminin ¢dziimiinde kullanilarak tamitilmistir. DDY, diferansiyel
donilisiim islemlerini kullanarak orijinal diferansiyel denklemden elde edilen déniistiirilmiis
lineer cebirsel denklemler sisteminin tekrarl bir prosediir ile ¢6ziimiine olanak saglamaktadir.
Taylor polinomlar1 seklinde yaklasik c¢oziimleri elde etmek icin kullanilmaktadir. Diger
yontemlerden farkli olarak bu yontem diferansiyel denklem problemlerini cebirsel denklem
seklinde yazilmasina olanak saglar. Ayn1 zamanda bu ydntem cesitli problem c¢6ziimlerinde
kullanilabilir. Diferansiyel déniisiim terimi ilk kez dogrusal ve dogrusal olmayan baslangi¢c deger
problemlerini ¢ézen Pukhov (1986), tarafindan tanitildi. Taylor yonteminin cesitli eksiklikleri
vardir. Bunlardan birisi yiiksek mertebeden tilirevlerinin hesaplanmasi ihtiyacidir. Harcanan

zaman fazladir.

DDY, diger yontemlerle kiyaslandiginda ¢abuk, zamandan kazandiran ve yineleyen bir sisteme
sahip oldugundan bilgisayar yardimiyla ¢éziimlere uygun yapisiyla dikkat ¢ceker. Ayrica DDY ile
cok diisiik hata payi ile yaklasik ¢éziimler bulunur. Bu yéntem dogrusal ve dogrusal olmayan
problemleri yaklasik olarak ¢6zmek icin giiclii bir aractir ve 6zdeger problemlerinin ¢éziimiinde
de kullanilmaktadir. Chen ve Ho (1996), calismalarinda 6zdeger probleminin ¢éziimi icin
diferensiyel doniisim yontemini kullanarak o6zdegerleri ve bu o6zdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonu bulmuslardir. Chen ve Liu. (1998), lineer olmayan 1s1 iletme problemlerini ¢6zmek

icin diferansiyel doniisiimii kullanmislardir.

Bir¢ok fiziksel sistemin matematiksel modellemesi, dogrusal ve dogrusal olmayan Kkesirli
diferansiyel denklemlere yol acar. Bu tiir sistemlerin sayisal ve analitik yaklasimlar1 DDY ile
¢oziilebilir. Is1 iletimi problemlerinin incelenmesi amaciyla Sturm ve Liouville tarafindan ortaya
konulan problemler giiniimiizde yogun olarak c¢alisiimaktadir. L ikinci mertebeden diferensiyel

operator olmak lizere,

Liul = @@u) +qx)u=-r(x)u, a<x <P



ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem ve
Bg[u] = pyu(e) + upu'(a) =0
Bg[u] = 6;u(B) + 6,u'(B) =0

seklinde siir sartlar ile verilen sinir deger problemi Sturm-Liouville problemleri olarak

adlandirilmaktadir.

Sturm-Liouville problemlerinin spektral 6zellikleri bircok matematikei tarafindan incelenmistir.
Birkoff (1908), 6zdegere bagh adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri i¢in asimptotik esitlikler
elde ederek, regiiler sinir-deger problemlerinin 6zfonksiyonlarinin 6zelliklerini incelemistir.
Walter (1973), ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in sinir deger probleminin uygun
Hilbert uzaylarinda kendine eslenik operatorlerle baglantisini kurmustur. (Muhtarov ve ark.,
1994, 2015, 2020, 2021), calismalarinda ise ¢ok aralikhh Sturm-Liouville problemlerini

arastirmislardir.

Dogrusal olmayan tam diferansiyel denklemleri analitik olarak ¢6zmek genellikle zordur ve kesin
¢ozlimleri bulunan denklem c¢esidi ¢ok azdir. Literatliirde Wavelet-Galerkin yontemi (WGM)
(Avudainayagam, 2000), lagrange interpolasyon yontemi (Rashed, 2003), ve Tau yontemi
(Hosseini ve Shahmorad, 2003), gibi sayisal teknikler ve Adomian’in ayristirmasi gibi yari
analitik-sayisal teknikler (El-Sayed ve Abdel-Aziz, 2003), Taylor polinomlar1 (Maleknejad ve
Mahmoudi, 2003), ve rasyonellestirilmis Haar fonksiyonlar1 yontemi (Maleknejad ve ark, 2003),
v.b. var. Ancak higbiri bunlari analitik ¢6zmek icin metodik bir yol 6nermemektedir. Ayrica,
onceki calismalar sonuglara ulasmak icin daha fazla islem gerektirir, ve genellikle 6zel tip

denklemler i¢in gelistirilmislerdir.

DDY'de ¢oziim, Taylor serisi formu olarak ifade edilir. Bu yontemin ana avantaji herhangi bir
pertiirbasyon, ayriklastirma olmaksizin dogrudan probleme uygulanabilmesidir. Ayrica daha
dogru veya kesin ¢oziimler sunar. DDY'nin ¢6zliim alani ¢ok genistir. Adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin, 6z deger problemlerinin, integral denklemlerinin ¢6ziimiinde ve daha pek cok
alanda kullanilir. Bazi kismi tiirevli denklemlerin iki boyutlu DDY ile ¢6ziimleri Jang (2001),
tarafindan incelemistir. Ayrica Karakog¢ ve Bereketogullar1 (2009), ise delay (geciken degiskenli)
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii DDY ile arastirmislardir. DDY akiskan mekanigi, jeofizik ve
cesitli mithendislik alanlarinda da kullanilmistir (Abuteen ve Momani, 2014; Arikoglu ve Ozkol,
2006; Pukhov, 1986; Zhou, 1986).

Kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii icin de DDY kullanilir (Maleknejad ve Mahmoudi, 2003;
Jang ve ark., 2001; Odibat ve Momani, 2008; Pukhov, 1986). Bu baglamda, baslangicta adi ve

kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin gelistirilen yar1 sayisal bir analitik yontem olan DDY



sonraki yillarda arastirmacilar arasinda biiyiik ilgi goérmiistiir. Bununla birlikte Kkesirli
diferansiyel denklemin sinir kosullar ile ¢6ziimii s6z konusu oldugunda, Ertiirk (2011), Odibat
ve Momani (2008), DDY’nin cok daha degerli bir arag olabilecegini kanitladi. Arikoglu ve Ozkol
(2006), ayn1 yontemi kullanarak fark denklemlerinin ¢6ziimiinii bulmuslardir. Arikoglu (Arikoglu
ve Ozkol, 2008), calismasinda integro-diferansiyel denklemlerin DDY ile ¢ézmiistiir. DDY'yi 1s1
iletim problemlerinde de kullanmiglardir (Chen ve Liu, 1998). Chen ve Hou (1999), 2 boyutlu
DDY’yi matematige kazandirdi. Dogrusal ve dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem
sistemlerinin DDY ile ¢6ziimii Hassan (2002), tarafindan arastirilarak bulunan ¢éziimler, Runge-

Kutta yontemi ile elde edilen ¢6ziimlerle karsilastirilmistir.



1.BOLUM
ON BILGILER

Tanim 1.1. (Levitan ve Sargsyan, 1988) p(x), p’(x), q(x) ve r(x) reel degerli fonksiyonlar1 bir
[a,b] reel araliginda siirekli ve [a, b] araliginin her noktasinda p(x) > 0, r(x) > 0 olmak tlizere

Aise x degiskeninden bagimsiz kompleks bir parametre olmak iizere
POy () +9@)y(x) =Ar()y(x), a<x<b (1)
ay(@) +azy'(@a)=0
Biy(d) +B.y'(b) =0, of+0o5>0, BI+P3>0 (2)

seklindeki probleme regular Sturm-Liouville sinir-deger problemi denir. Sinir sartlarinda
bulunan a; ve a, reel sayillarindan en az birisi sifirdan farkh ve 3; ve B, reel sayillarindan en az

biri sifirdan farkhdir.

Tanim 1.2. (Levitan ve Sargsyan, 1988) y(a) = y(b) ve y’(a) = y’(b) biciminde sinir sartlarina
periyodik sinir sartlar1 denir, bu sinir sartlar ile verilmis (1) denklemine ise periyodik Sturm-

Liouville problemi adi verilir.

Tanim 1.3. (Levitan ve Sargsyan, 1988) Regiiler olmayan Sturm-Liouville problemine singiiler
Sturm-Liouville problemi veya singiiler Sturm-Liouville sistemi denir. Asagida verilen

maddelerden en az birini sagliyorsa ele alinan problem bir singiiler Sturm-Liouville problemidir.
1-Herhangi bir x € [a,b] i¢in p(x) = 0veyar(x) =0

2- p(x), p’'(x), q(x) veya r(x) katsay1 fonksiyonlarindan en az biri en az bir x, € [a, b] de siirekli

degil.

3-Denklemin tanim araligi sinirsizdir, yani (—oo,b], (—o,b), (a, ), [a,©) veya (—oo, )

bicimindedir.
Ornek 1.1. p bir sabit olmak iizere
x2y" +xy" + (a?x? — p?)y = 0, 0<x<a

Bessel denkleminin her iki tarafini x ile bolersek

p2
xy” +y' + azxy—?y =0

denklemini elde ederiz. Bu denklem



d( dy 2
dx

AN 2, —
de) Xy+a xy=20

2
biciminde yazilirsa p(x) =x,q(x) = p;,r(x) = x ve A = a? olan bir Sturm -Liouville denklemi

seklini alir.
Ornek 1.2.

1-x2)y" —2xy"+plp+1y=0, —1<x<1
Legendre denklemi

(A=x)y) +ay =0

seklindeki bir Sturm-Liouville denklemi formunda yazilabilir. Legendre denklemi x = +1
noktalarinda singtilerdir. Bu denklem igin siir sartlar1 x - —1% ve x —» 1~ degerlerine gore
olusturulur.
Regiiler Sturm-Liouville Sinir Deger Probleminin Oz fonksiyonlarinin Ozellikleri
1) Ozfonksiyonlarin Serisi
Teorem 1.1. (Kandemir, 2015) [ a, b] araliginda Regiiler Sturm-Liouville probleminin tiim

O0zdegerleri A,, v=1,2,... ve bu 06zdegerlere uygun normlandirilmis ortogonal
ozfonksiyonlar sistemi y,, n = 1,2,... olsun ve f fonksiyonu a<x<b araliginda parcali diizgiin

olsun. Yani f fonksiyonunun ( y,,) ortonormal 6zfonksiyonlar sistemine gore Fourier serisi

S (), cn = [ f(X)yn(x)dx

biciminde ifade edilsin. O halde bu 6zfonksiyon serisi f nin siirekli oldugu her x noktasinda

f(x) fonksiyonuna ve f nin siireksiz oldugu her x = x; noktasinda

1. .

> (llquxi_f( x) + llmx_)x#f( X))
degerine yakinsar.
2) Ozfonksiyonlarin Sifiri

Teorem 1.2. (Kandemir, 2015) Regiiler Sturm-Liouville probleminin A, ,n= 1,23,..,
0zdegerlerine karsilik gelen her bir y,, 6zfonksiyonunun a<x <b araliginda (n — 1) tane sifir

(6zfonksiyonu sifir yapan nokta) vardir.



Ornek 1.3.
y'+3y =0, y0) =0, y'(L)=0
Sturm-Liouville problemini géz dniine alalim. Bu problemin 6zdeger ve dzfonksiyonlarini
arastiralim.
Durum 1. A=0

Bu durumda diferansiyel denklem, y"’ = 0 biciminde elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii
y(x) = ¢; + c,x bicimindedir. y(0) = c¢; oldugu i¢in y(0) = 0 sinir sart1 geregi c; = 0 elde edilir.
y'(x) = c; ve y'(L) = ¢, oldugu i¢in y'(L) = 0 sinir sart1 geregi c, = 0 elde edilir. Demek ki 1 =
0 degerine uygun problemin bir tek y = 0 ¢6zlimii mevcuttur. Yani A = 0 6zdeger degildir.

Durum 2. A>0

Bu durumda diferansiyel denklem y" + Ay = 0 biciminde elde edilir. Karakteristik denklem ise

r2 + 1 = 0 bigiminde, yani 7> = —A biciminde bulunur. Bu cebirsel denklemin iki farkli
r, = ivJAver, = —ivA kompleks kokleri mevcuttur. Bu nedenle temel ¢6ziim

y(x) = ¢; cos(vVAx) + ¢;sin(VAx) bigiminde yazilabilir. Siir sartlarinda yerine yazarsak y(0) =
=0 y& = \/)_\(cz cos(\/Xx) — clsin(\/?_\x)), \/Xczcos(\/XL) =0,

_a\242

VAL = (2n — 1)% ved, = %, n = 0,1,2, ... elde edilir.
122
Yani verilmis problemin sayilabilir sonsuz sayida A, =M, n=1,2,.. ozdegerleri
p y y 212 g
mevcuttur. Bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar ise
o @2n—-Dm
Vo = ayp sm(—ZL x), =12,..

bicimindedir. Burada a,, # 0 keyfi sayilardir.

Durum 3. A<O

Bu durumda 6zdegerin mevcut olmadigi benzer bicimde gosterilebilir.
3) Ozfonksiyonlarinin Dikligi

Bir a<'x <b araliginda y, (x) ve y, (x) farkl iki 6zfonksiyon olmak {izere

nym(x)yn(x)r(x)dx = 0 ise y,(x) ve y,(x) 6zfonksiyonlarina r(x) agirlik fonksiyonuna gore

diktir (ortogonal) denir. Boyle 6zfonksiyonlarin kiimesine dik kiime adi verilir.



Teorem 1.3. (Kandemir, 2015) Regiiler Sturm-Liouville probleminin birbirinden farkh A,, ve
An Ozdegerlerine sirasiyla karsilik gelen farkh y,,(x) ve y,(x) 06zfonksiyonlar r(x) agirhk

fonksiyonuna gore diktir.



2. BOLUM

BiR BOYUTLU DiFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI

2.1. Bir Boyutlu DDY Tanmim ve Ozellikleri

Tanim 2.1. (Zhou, 1986) p negatif olmayan bir tamsayi olmak iizere, m(x) fonksiyonunun
diferansiyel doniistim fonksiyonu M(p)

Dp{m(x)} = M(p) = L [m , p=0,12,.. olarak tanimlanir.

p!L dxP Iyx—x,

Tanim 2.2. (Zhou, 1986) M(p) nin ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu

D5{M(P)} = m(9) = > M(P)(x — o)
p=0

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.1. (Zhou,1986) iki fonksiyonun toplaminin diferansiyel déniisiimii i¢cin

Dp{m(x) £ n(x)} = Dp{m(x)} = Dp{n(x)}

esitligi saglanir.

ispat:
B 1 d’m(x)
DD{m(X)} - M(p) - E[ dxe X=Xg
ve
1 [dP
Dp{n(x)} = N(p) = a[ dz("X)

olmak tizere

17d°
Do{m(0) £ n(0) = | 35 [mC9)  nol|

X=Xo
_1 dpn(x)] l[dpn(x)
T ptloaxe x=xo_p! dxP X=Xq

ile yazilarak istenilen sonuca ulasilmis oldu.

Teorem 2.2. (Zhou, 1986) Bir fonksiyonun c € R sabit degeri ile carpiminin diferansiyel



dontlisimi icin
Dp{em(x)} = cDp{m(x)} = cM(p)

esitligi saglanir.

Ispat:
d’m(x)
Dp{m(9)} = M(p) = ,[ -
' X=Xg
olmak iizere,
fs 4
Dp{em(x)} = = [=5]
X=Xq
_ 1 [cd’m(x)
Cop!| dxe e
F 0
A [dpm(x)
Cptloaxe I
= cDp{m(x)}
= cM(p)

elde edilir.

Teorem 2.3. (Zhou,1986) m(x) in birinci mertebeden tiirevinin diferansiyel doniisiimii icin

d
Do {7 — (o + MG+ 1)

esitligi saglanir.
ispat:

dm(x) dm(x)
D dx p' de dx

1 [dP*im(x)
=S e

p+1
dx X=Xq

=(+1D

1 [dp+1nmx)
(p+1)! L dxpP*? X=X,

=(pP+DM(p+1)



Teorem 2.4. (Zhou, 1986) m(x) in r. mertebeden tiirevinin diferansiyel doéniisiimii (r € N)

icin

dI‘
DD{ ;‘;{E")} — (p+D(+2)...(p+1M(p+1)

esitligi saglanir.

Ispat:

DD

drm(x) drm(x)
dxr p' dXP dxr

i pl [d"”m(x)]

p+r
dx X=%g

() 1 [dp’frm(x)]
ool (el dxetr L

(p+1)!
== =M(p+1)

=(@P+DP+2)(+3)...(p+r)M(p +1)
Teorem 2.5. (Zhou, 1986) m(x) ve n(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin diferansiyel dontisiimii
icin

P
Dp{mGIn()} = »* MEIN(p 1)
r=0

esitligi saglanir.

Ispat: m(x)n(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin p mertebeden tiirevi,

de m(x) d?~Im(x) dn(x) P\ d°~2m(x) d?n(x)
[m(X)n(X)] ( )+( ) dxp~1  dx + (2) dxp=2  dx? +

n (p) dP~'m(x) dnn(x)

p ) dm(x) d°"In(x) , d°n(x)
m
n dxp—n dxn

T +(p—1 dx  dxe-1 dxp ()

seklindedir. Bu ifadeden yararlanilarak

de

Dp{m(x)} = M(p) = ![ dmxﬁ(’X) _
1 [d°n(x)

Dp{n(x)} = N(p) = E[ dxP X,

10



olmak tizere

1 dme) (pl)) d*"'m(x) dn (P) dp_zm@+_“+

Dp{mG)n()} = a[ dxe dxP-1 dx dxP—2 dx?
P\ d°~"m(x) d™n(x) Y dm(x) dP~1n dPn
+ (n) e am T (p — 1) ot T Mgl

d?~2md?n

1 [dpm 1.p [d"‘lm dn] 1 p [ ]
=—|=—=n| +=")—==| +=0)l——= +-
plldxP ly—yx, P! (1) dxP~1 dx xxg p! (2) dxP-2 dx2 xmxg

1 /P [dP~"f d"g d n
E(n) [dxp—nﬁ x=x, +.. + dxp oy
1 [d°m ] A 1 1 [dp'lmdn] N L4t [dp‘zmdzn
=ogiarlawe © 1 (p — 1 dy N(p — —2 dx2
0!p!LdxP b 1 (p—1)!|dxP~1 dx e 2! (p — 2)!| dxP~2 dx x=xg
B ad - g LRV () A TO
n! (p—n)! LdxP~" dx"lx=x, U (p-1!ldx dxP~tx=x, = 0! (p)! dxPly—x,
elde edilir. ifadeler diizenlenirse,
d°m 1 1 [dP m(x) 1 [dn(x)
DomGInC9} = TG SI00ens + o [Ty, 1 e,
1 [dp‘zm(x) 1 dzn(x)] 1 [dp ’m [
(p-2)tL dxP=2 ly—y 2!l dx? lx=x, (p-n)! Ldxe=n x=x, I X=Xg
1 [dm] 1 d°~Im [ ] [ ]
1' dX X=Xq (p - 1)' pr_l x=x, m X X=Xg pr

= M(p)N(0) + M(p — 1)N(1) + M(p — 2)N(2)+...

+M(p —n)N(n)+..... +M(1)N(p — 1) + M(0)N(p)
=¥7-0 M) N(p—1)

esitligi bulunur.

Teorem 2.6. (Zhou, 1986) Ug fonksiyonun carpiminin diferansiyel ¢éziimii icin

Dp{m(x)n(x)h(x)} = X7, XiZg MONOH(p —r — 1)
esitligi saglanir.

11



Ispat: U¢ fonksiyonun ¢arpimi w(x) fonksiyonu ile gésterilirse,

Dp{mx)n(x)h(x)} = Dp{w()} = W(p)

seklinde yazilabilir. u(x) = n(x)h(x) kabul edilsin. Teorem 2.5 ten

Dp{n(x)h(x)} = X7, N(H(p — 1)

bulunur. w(x) = m(x)u(x) oldugu kullanilarak Teorem 2.5 den,

Dp{m(x)u(x)} = Xf_o M(U(p — 1)
esitligi elde edilir.

p—r

U -1 =) NOHp-r-1)
t=0

ifadesi yerine yazilarak déniisiim fonksiyonu i¢in

p-r

Dp{mEInCOhCY} = W(p) = > > MINOH(p —r — 1

r=0 t=0

esitligi elde edilir. W(p) degerleri i¢in istenilen

0 O0-r
W(0) = Z Z M()N(OH(p — 1 — t)
r=0 t=0

= X2=o M(r)N(0)H(0) = M(0)N(0)H(0)

1 1

W) = Z MINOH(p — 1 = 1
r=0 t=0

= M(0)[N(0)H(1) + N(1)H(0)] + M(1)N(0)H(0)

2 2-r

z M()N(OH(p — r — ©)

r=0 t=0

w(2) =

i

= M(0)[N(0)H(2) + N(1)H(1) + N(2)H(0)] +
+M(1)[N(0)H(1) + N(1)H(0)] + M(2) N(0)H(0)

esitlikleri bulunur.

12



Sonug 2.1. (Zhou, 1986) m(x)n’(x) nin diferansiyel déniisiimi i¢in

Do me) ) =i (p—r+ DMEONGp — 1+ 1)

esitligi saglanir.

Ispat: h(x) = n'(x) olsun. 2.4 teoreminden

d
Do {0 = H(p) = (o + DN(p + 1)

seklindedir. Dolayisiyla m(x)h(x) fonksiyonunun déniisiimii bulunmalidir. Teorem (2.5) den
Dp{m(h(x)} = E7_, M(DH(p - 1)
esitligi elde edilir.
Hp—-rn=((E-r+1)N({p-r+1)
(4) ifadesi bulunan (3) esitliginde yerine yazilarak

dn(x)

Dp{m(®) =~} = 2f— (P —r+ DME®N(p —r + 1)

bulunur.
Sonug 2.2. (Zhou, 1986) m'(x)n’(x) fonksiyonunun diferansiyel déniisiimii i¢in

Dp {2 SE =P (r+ 1)(p— r+ DM(r + DN(p —r + 1)
esitligi saglanir.

( ) ve v(x) = dix) olsun. Bu durumda déniisiimii aranilan fonksiyon u(x)v(x)

dir. Teorem (2.3) den

Ispat: u(x) =

d
Do {20 = (o + DM(p + 1) = u(e)

d
Do {0 (o + NG+ 1) = V()

esitlikleri bulunur. Dolayisiyla

Dp{u()v(x)} = XP_o UMV(p — 1) (5)
elde edilir.

13
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Ur) =+ 1M+ 1)
ve
Vp—r)=(p-r+1N(p-r+1)
ifadeleri (5) de yerine yazilirsa aranilan sonug elde edilir.
Teorem 2.7. (Zhou, 1986) A € R olmak iizere m(x) = ™ iistel fonksiyonun diferansiyel
déniistimi i¢in
AP (InT)P

Do{) = M(p) =

esitligi saglanir.

ispat: Bu teoremi tiimevarim yéntemi ile ispat edelim. Déniisiimiin tanimindan,

AX) — _ 1[4PmE) _ 1[4 ax
DD{T } - M(p) F— P![ dxP X=x, - p! [dxp ]X=X0
. . AP(Int)P 1 1 v, W o "
yazilir. p =0 icin % =1 ve M(0) = @[Tlx]xzo =N 1 oldugu i¢in p = 0 icin formiil

gecerlidir. p = n icin dogru oldugunu kabul edersek, yani

dn (T)AX

prTa A" (InT) P A*

oldugunu kabul ederek, p = n + 1 icin dogrulugunu, yani

dn+1 T Ax
er$+2 — }Ln+1(ln.[)n+1.[7\x
esitligini ispat edelim.

dn+1(.t)7\x zi dn(TXX)
dxn+1 dx * dx™

_ i dn (TAX)
T dx N dx?

Y A
== A" (InTt)" ™)

d (T)\X)

= (o572
= A"(Int)"At™™Int

= \n+1 (ln‘[)m'l’t}‘x
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formiil timevarim yontemi ile ispat olundu. O halde istenilen

1 d°P (™) 1

AX) — — T
DD{TX}_M(p)—p! i pl

AP(InT)P (™) = %xp (InT)P

formiili elde edilir.
Sonug 2.3. (Zhou, 1986) a € R olmak iizere m(x) = e?* ise

aP
Dp{e®*} = M(p) = a

esitligi saglanir.
Ispat: (2.9) dan 7 = e alinirsa

aP(Ine)? aP

Dp{e®*} = M(p) = ol = E

elde edilir.

Teorem 2.8. (Zhou, 1986) sinh(ax) fonksiyonunun diferansiyel dontisiimi,

aP
Dp{sinh(ax)} = a, p tek olmasi durumunda
0, p cift olmasi durumunda

esitligi saglanir.

edX—e

Ispat: sinh(ax) = oldugu kullanilarak

] 1| aP [e?* —e™3X
DD{smh(ax)} = E ax_P [T]
X=X

—40
yazilir. Doniisiimiin lineerliginden

11 aP[e?*] 1 11

Dp{sinh(ax)} = 750 [aT]X“O 37700 [

af [e‘ax]]
aXp X=X

oldugu goriiliir. Sonug 2.3 den

pt ¢!

P _aP p _\P
Dp{sinh(ax)} = %%_%( pa: ) — ; [a (—a) ]

p tek olmasi durumunda

15



) _laf af  aPf
DD{Slnh(aX)} = E [E + a] = E
p cift olmasi durumunda
1 aP af

DD{sinh(ax)} = E [E - E] =0

bulunur. Sonuc olarak

aP
Dp{sinh(ax)} = a, p tek olmasi durumunda
0, p ¢cift olmas1 durumunda

ifadesi elde edilir.

Teorem 2.9. (Zhou, 1986) cosh(vx) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii icin

0, p tek olmasi durumunda
D h =<vP
picosh(vx)} F, p ¢ift olmas1 durumunda

esitligi aglanir.

evx —-vX

oldugu kullanilarak

ispat: cosh(vx) =

11 dP[e¥™] 11 dP[e™V¥]
Dp{cosh(vx)} = 250 [W]FXO + i

X=Xp
yazilir. O halde
1vP " 1(=A°) 1 vP (—Vp)]

DD{COSh(VX)} = EF + E p! > p! p!

esitligi gdz oniine alinarak p tek ise
1 vP vP

Dp{cosh(vx)} = > [a _ a] _

p cift ise

1 vP P vP

Dp{cosh(vx)} = > [E + E] = F

yazilir. Buradan
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0, p tek olmasi durumunda
Dp{cosh(vx)} = {vP

o’ p ¢cift olmas1 durumunda
ifadesi elde edilir.

Teorem 2.10. (Zhou, 1986) 1,b € Ricin m(x) = sin(tx + b) ise
. _ T mp
Dp{sin(tx + b)} = M(p) = asm (7 + b)
esitligi saglanir.

. 2K+1 i
Ispat: k = 0,1,2, ... olmak lizere p = 2k + 1 i¢in % = (—1)161'2""'1 cos(tx + b)

2Ky
ve p = 2k icin w = (—1)k12k sin(tx + b) esitliklerinden x = 0 yazarak ispat direkt

olarak elde edilir.

Teorem 2.11. (Zhou, 1986) T,b € R secimi lizerine m(x) = cos(tx + b) ise
Dp{cos(tx + b)} = M(p) = ;—Tcos Gp + b)

esitligi saglanir.
Ispat: Bir 6nceki teoremin ispatina benzer olarak yapilr.
Teorem 2.12. (Zhou, 1986) m(x) = x%, t € N, kuvvet fonksiyonunun

x = 0 noktasindaki diferansiyel doniisiimii i¢cin

p =t olmasi durumunda

1
0 — — = !
Dp{x"}=68(p— 1) {0, p # t olmasi durumunda

esitligi saglanir.

Ispat: Asagidaki durumlari ayri1 ayri inceleyecegiz.

t
1.Durum p<tise [ds)[;]]x:o =[tt—D(t—2)...(t—p+ Dx" Py =0
1 dP[x'] 0
t —_ i —
Dp{(x")} = p![ dxP lx=0 = ol 0
2.Durum
. dP[xt _
p=tise [SE o= [t(t— D)(t—2)...(t—p+ Dx o =t

17



1 d[x* !
Do {0} = [ heo =5y = 1

3.Durum
. dPxY]
p>t ise [ k=0 = [t(t = 1)(t=2)...(t—t+ 1)0]x=o = 0
1 dP[xP] 0
tY — _ o
Dp{(x"} = p.[ dxP lx=0 = 0! =0

dolayisiyla istenilen elde edilir. Sonu¢ m(x) = c sabit fonksiyonu i¢in

Dp{c)} = Dp{cx®)} = c8(p)

esitligi saglanir.
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3.BOLUM
DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMININ BAZI UYGULAMALARI

3.1. ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem i¢cin Sinir-Deger Problemlerinin DDY

ile Coziimii
3.1.1. Ornek

y'®+2y'x) =0, x€(01) (6)

homojen olan Sturm-Liouville denkleminden ve

y©0) =0, y)=1

sinir sartlarindan olusan Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimiinii DDY ile inceleyelim. (6)

denklemine DDY uygulanirsa,

-2Y(p+1)

Yo +2) =05

=0,1,2,..

rekiirans esitlikleri elde edilir. Burada y(0) = 0 oldugu g6z 6niine alinarak Y(0) = 0 elde

edilir. Y(1) = y olsun. O halde

p=0 icin Y(2) = %g” =—Y(1) = —y

. -2Y(2) _ 2
p=1icin Y(3) = % =3Y

. -2Y(3) _ -1Y(3) _ -1
p=2i¢in Y(4) = T( = T( =—

.. -2Y(4 -2 (-1 2
p=3igin ¥(5) = =2 = (F) =5 v

- -2Y(5) _ -1 -2
p =4icin Y(6) = % = ?Y(S) ==Y

. -2Y(6) _ -2 (-2 4
p=5 i¢in Y(7) ZT()ZT(_Y) =X

. . -2Y(7 -1/ 4 -
p=6 icin Y(8) = T) = T(3_1‘/5) - %

o —_T2Y®) _ 2 (v _ 2y
p=71i¢in Y(9) = —— = (315 ) 2835

o _T2YO) _ 12y ) _ =%
p=8i¢in Y(10) = 10 5 (2835) T 14175

e _C2Y(10) _ -2 -2y \ _ 4y
p=9icin Y(11) = ——=— (14175) T 155925
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bulunur. Ayrica ters diferansiyel dontisiim yardimiyla
y() = ) ¥ (PP
p=0

= yx — yx? +§yx3 —% yx* +1£5 Y5 —42—5 yx6+...
¢oziimii elde edilir. Bilinmeyen y degeriise y(1) = 1 sinir sartinin kullanilmasiyla elde edilir.
Dolayisiyla
I1k 4 terim igin
1 =y—y+§y, y=15
[Ik 5 terim i¢in
1=y-y+iy—2v,y=3
[k 6 terim i¢in
1= y—y+§y—§Y+1iSY, Y = 2,14285
Ilk 7 terim icin
1= y_y+gy_§y+%y—%y, Y = 2,36842
[k 8 terim i¢in
1=y-y+2iy-ly+Zy-Zy+ 2y y=174033

[1k 9 terim i¢in

2 1 2 2 48 2
1= Y=Y+ Y Y+t oY Y oY T y=17819

315/ ' 2835
[lk 10 terim icin
2 1 2 2 48 2
L=y-v+3y—y+ Y-V +saY sy ¥y =17386
[lk 11 terim i¢in
2 1 2 2 48 4
L=y=v+3 ¥ =3V Y =5Vt 35Y ~ T Y isses ¥ = 17385
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elde edilir. Buradan aranilan y degeri icin y = 1.7385 secimi yapilabilir.

Bu deger bulunan ¢éziimde yerine yazildiginda DDY ¢6ziimii

2 1 2 2
— 212,33 _C = =
y(x) =1,7385 |x x+3x 3x +15x +45x+

biciminde ifade edilir.
3.1.2. Ornek
y'(x) —3e*x = 0

homojen olmayan Sturm-Liouville denkleminden ve

y(0)=0, y(0)=1
baslangi¢ sartlarindan olusan probleme DDY uygulayalim. Bu problemin kesin ¢6ziimii

y(x) = 6 —6e* + 4x + 3e*x

dir. DDY’ yi diferansiyel denkleme uygularsak

Dp{y"(x) —3e*x} =0
esitliginden

8(r-1)

b p =012,

Y(p+2)= %P

(p+1)(p+2)

esitlikleri elde edilir.
Baslangi¢ sartina DDY uygulayarak Y(0) = 0,Y(1) = 1 elde edilir. O halde
Y(2)=0

8(r-1) 1
Y= _ZF 0y ~ 2

d(r—1) 1

Y® = 4Zr 0 (2-1)! 4
_ s(r—1)_3
Ye) = zozr 0 (3—1) 40

sr—1) 1
Y(6) = 3020(4_@'—@
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Y7y = 2 Z 8(r—1) 11 1
N =57 o (5—1)!  14'24 336

vy = 3 Z sr—1) 3 1 1
® =73 0 (6—1)! 565 2240

vy = 3 Z sr—-1) 1 1 1
® =353 o (7—D)!  24°6! 17280
bulunur. Boylece baslangi¢ deger probleminin DDY ¢6ztimi

y(x) = ZiOY(p) xP =Y(0) + Y(1)x + Y(2)x? + -

1
=x+- ~x® += 2 x +—x +—x6+—x +—x8
336 2240
biciminde elde edilir.
g
154 /
/
/
v
el P
/’
.-'//
_-'/
s T
3 g
.-'/.
o~
-
-
o
3 i i 1 1 1 1 1
0 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.1. DDY Coziimii (mavi ¢izgi) ile Kesin Coziimiinln (kirmizi ¢izgi) Karsilastirilmasi
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3.2. ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Sturm-Liouville Denklemi i¢in Simir-Deger
Probleminin DDY ile Céziimii

3.2.1. Ornek
Y0 -2y’ () +y*(0) =x+1 (7)
diferansiyel denkleminden ve
y(© =8 y1)=2

sinir sartlarindan olusan probleme DDY uygulayalim. ilk olarak (7) denklemindeki ifadeye
DDY uygularsak

Dpfy"} = (p+ D(p+2)Y(p +2)

Dp{=2y'} = =2(p + D)Y(p + 1)
p
Doly?} = ) Y®Y(p—1)
r=0

Dp{x} =8(p—1)
Dp{1} = 8(p)

elde ederiz. Dolayisiyla diizenleme yapildiginda

2Y(p+1)+ 1
P+2)  (+DE+2)

p
Y(p+2) = =) YOY(p -1 +8(p— 1) +8()|,p =01,
r=0

elde edilir. Ilk sinir sartindan Y (0) = 8 elde edilir. Dolayisiyla Y (1) = a olsun. O halde ard- arda

2Y(1)

y@2) =2

+2[-Y(0)Y(0) +1]
= Y(1) + 5 [-63]
=3 - —

2

1
Y(3) = ZYgz) + % !—z Y(OY(1—1) + 1
r=0

=2 @-2) +[-Y(0)Y(1) - Y(1)Y(0) + 1]
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2 63 1
—?(a—7)+g[—8a—8a+1]

—-12a-125
- 6

@)
4

Y(4) = Z Y(O)Y(2 = 1) + 0

=28 4 S [-Y(0)Y(2) - Y(DY(D) - Y(2)Y(0)]

1 ,-12a-125 1 63 2
=( ) +=|-8@a—2)2 -2

— Ly a2
—12[ 28a + 379 — a“]

Y(5) = 2Y(4) [ Z Y(O)Y(3 — r)]
=0

=20 4 2 2v(0)Y(3) + 2Y()Y(2)]

=—Y(4)+ [(12a 125)+ i __)]

__ 40a-253-8a?
- 60

esitliklerini elde ederiz.
Bu sekilde devam edildiginde ters dontisiim kullanilarak
y() = Dy {Y(p)}x?

- 8+ax+(a—§)x2 n (%‘125))@ +%[—28a+379—a2]x4

+% [40a — 253 — 8a2]x®

elde edilir. y(1) = 2 oldugu kullanilarak a degeri bulunabilir.
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3.3. ikinci Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem icin Sinir-Deger
Problemlemlerinin DDY ile Coziimii

3.3.1. Ornek

V') —2y'(x) —3y(x) =x+1,

diferansiyel denkleminden ve

y(0) = 8,y'(0) = 2
baslangic sartlarindan olusan probleme DDY uygulayalim.

Problemin kesin ¢6zimii

47 33y , 99 _x 1
X)=—e " +—e " —-Xx——
y®) 18 18 3 9

seklindedir. DDY' yi diferansiyel denkleme uygularsak

Dply” — 2y'(x) — 3y(x)} = Dp{x + 1}

yazilir. Dolayisiyla,

Y(p+2)= [6(p—1)+8(p) +3Y(p) +2(p+ DY(p+1)], p=012,..

_r
(p+1)(p+2)

elde edilir. Baslangi¢ sartina DDY uygulandiginda Y(0) = 8,Y(1) = 2 degerleri bulunur.

0 halde
Y@) = Z[143Y(0) + 2Y(D] = 3 [1 + 24+ 4] = 2
Y(3) = %[1 +3Y(1) +4Y(2)] = %[1 +6+58] = %5

Y4—1[3Y2 +6Y3]—1329+665 _ 217
()_12 ) ()_12 "2 61 24

Y(5) = 1[3Y3 +8Y(4)] = L 365+8217]—629
()_20 ®) ()_20 "6 241 120

v(6) = 1[3Y4 £ 10Y(5)] = 1 217+629] _ 1909
()_30 ) ()_30 8 121 720
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degerleri bulunur. Boylece ¢6ziim ters diferansiyel doniisiim ile

y(x) = Xp=o Y(p)xP

29 65 217 629 1909
=8+2x+7x2+?x3+§x4+—x5+

_x cee
120 720 +

biciminde elde edilir. Bu ¢6ziimii diizenlersek, DDY ¢6zliimii

()_47 1+3 +(3x)2+(3x)3 +99 . +x2 )(3_|_x4 1 1
Y= 18 Xt 30 Tt T T T T | T3
biciminde elde edilir.
2
sof- f,-"—:’
.-‘V
aw| ?J
A J
/
3l 7
- /.
e
ok 8
.-"‘f.-'
e ﬂ-—r'_'_.__#_-d.-.'-l- 1 1 1
02 0.4 06 0.8 10

Sekil 3.2. DDY Coziimii (mavi ¢izgi) ile Kesin Coziimiiniin (kirmizi ¢izgi) Karsilastirilmasi
3.3.2. Ornek
y'®)+3yx = x2+1
diferansiyel denklemden ve
y(0) =1, y'(0) =2
baslangi¢ sartlarindan olusan probleme DDY uygulayalim.

Problemin kesin ¢6ziimi
1
y(x) = 5 [1+ 3x% + 8cos(V3x) + 6v3sin(V3x)]
dir. DDY' yi diferansiyel denkleme uygularsak

{Dpy"(x) +3y(®)} = {x*+1}

26



bulunur. Dolayisiyla

Y(p+2) =

m [6(p—2) +8(p) —3Y(p)],

seklindeki ifade elde edilir. DDY uygulandiginda Y(0) = 1 ve

Y(1) = 2 elde edilir. O halde art-arda

Y(2) ==[1-3Y(0)] =3[1-3] = -1
1
Y(3) = ﬁ[—3Y(1)] =—

Y(4) = —[1-3Y(@2)]==[1+3] =3

bulunur. Boylece ters diferansiyel doniisiim ile

y() = D V(p) x°
p=0

=Y(0) +Y(D)x + Y(2)x? + Y(3)x3 + ---

1 6
=14 2x—x?—x34+=x*+—x°>——x

elde edilir.

Y(5) = %[ 3Y(3)] = 210 [3] = %

Y(©) = = [-3Y(®] = 55 =2

Y(7) = 25 [-3Y(5)] = T35 = gor

Y(8) = is[ 3Y(6)] = ;63 ;_3 N %

Y(9) = %[ 3Y(7)] = ;i % - ﬁ
Y(10) = 575 [-3Y®)] = 55 25 = ~ g0
3 1 3 ! !

x7 + x8 2 —

p=012..

20° T30 T 280 560" 1 2240”%
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0.2 0.4 0.6 0.8 10 "

Sekil 3.3. DDY Coziimii (mavi ¢izgi) ile Kesin Coziimiiniin (kirmizi ¢izgi) Karsilastirilmasi
3.3.3. Ornek
Y'x) —yx) —2e*x+e*= 0
diferansiyeli denkleminden ve
y(0)=1,y(0) =0
baslangi¢ sartindan olusan probleme DDY uygulayalim.

Bu problemin kesin ¢oziimii

1
y(x) = Eex(Z —2x + x?)

dir. DDY yi diferansiyel denkleme uygularsak

_ 1 p S(r-1) 11  _
Y(p + 2) - (p+1)(p+2) [Y(p) + 227‘:0 (p_r)! p':Il p - OI1I2P

elde edilir. Baslangi¢ sartina uygulayarak

Y(0) = 1,Y(1) = 0 elde edilir.

p=0icin Y(2) = %[Y(O) —1]=0

.. 1 S(r-1 1
p=1icinY(3) =2[Y(1) + 23, (f_r)f -1|=:
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6(r—1 1 1
p = 2icin Y(4) ——[Y(Z) + zzr 0 (gr_ r)? _E] -1

1 6(r—1 1 1
p = 3icin Y(5) = —O[Y(3) + er 0 (;r_ r)? _3!] -
1 1
4'] 72

1 8(r—1
p = 4icin Y(6) = 35 [Y(4) +2 Zr_ (ir_ r)?

Sr—1) 1 1
p = 5i¢in Y(7)——[Y(5)_|_ZZr O(S_r),)—a -

6(r—1 1 1
o =6 @ = 5|0 +2 ), Tt =] =10

6(r—1 1 1
P = Tin YOI=2 Y”)”Zr_ (gr_ r)?_ﬁ = 73180

elde edilir. Sonuc olarak ele alinan problemin DDY ¢6ziimii
y(x) = Z Y(p) xP = Y(0) + Y(1)x + Y(2)x? + Y(3)x3 + -
p=0
= 1423+ xt + x5+ =X —— a8 + -
6 8 20 72

336 1920

seklinde bulunur.
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Sekil 3.4. DDY Coziimii (mavi ¢izgi) ile Kesin Coziimiintn (kirmizi ¢izgi) Karsilastirilmasi
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4.BOLUM
iKi BOYUTLU DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMIi
4.1. Iki Boyutlu DDY’ nin tanim ve ézellikleri

Tanim 4.1. (Ayaz, 2003) Iki degiskenli m(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii M(a,b)
olmak iizere

Dp{m(x,y)} = M(a,b)

1 [ aa+b (
=—|——=m(¥, y]
a gyb

alb! Lox3dy X=X0Y=Yo

esitligi ile tanimlanir.

Tanim 4.2. (Ayaz, 2003) M(a,b) nin ters diferansiyel doniistimii

D5 {M( b)} =mxy) = ) > M(ab)(x— %07~ yo)°
a=0 b=0

seklinde tanimlanir.
Teorem 4.1. (Ayaz, 2003) Bir m(x,y) nin x'e gore tlirevinin diferansiyel doniistimii igin
Dp{my(x,y)} = (a+ 1)M(a + 1,b)

esitligi saglanir.

ispat:
a 1 aa+b )
Dp {& m(x, y)} = 25132370 [& m (X, y) lx=x,y=y,
1 ga+ti+b
= 2! [axa+1 ayP m(x, Y)]
=(@+1)M(@+1,b)
yazilir.

Teorem 4.2. (Ayaz, 2003) m(x,y) y ye gore tiirevinin diferansiyel doniistimii i¢in
Dp {=m(xy)} = (b+ M, b+ 1)

esitligi saglanir.

Ispat:
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1 aa+b 0
alb! 9x2 dyP [a_y Mm%, Y)lx=xoy=yo

Do 2 s} -

1 aa+ 1+b

= o [W {m(x, Y)}]

X=Xo0¥Y=Yo

aa+1+b

')(b+1)' [axa ayb+1 m(X, Y)]X=X0y=y0

=(b+1);

=(b+1)M(a,b+1)
Teorem 4.3. (Ayaz, 2003) Bir m(x,y) nin x’e gore ikinci mertebeden tiirevinin diferansiyel

doniisiimil icin

02 (a+2)!
Dp {Wm(x, y)} =@+ 1@+ 2)M@+2h) = WM(a +2,b)

esitligi saglanir.

ispat:
1 aa+b 92
Do {axz m(x Y)} alb! [axa ayP {ﬁm(x' Y)}]x=x0y=y0
1 aa+2+b
" alb! [6){3"'2 ayP m(x, Y)]X =Xo¥=Yo
=22 MG +2,b)
=G+ 1@+ 2)M(@+2,b)
Teorem 4.4.

(Ayaz, 2003) Bir m(x, y) fonksiyonun y’ye gore ikinci mertebeden kismi
tiirevinin diferansiyel doniisiimii icin
Dp {—m(x »}=®+1D®+2)M@b+2)

_ (b+2)!
)

M(a,b + 2)

esitligi saglanir.
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ispat: DD{ —m(x, y)} a;! [az:::; {62 m(x, Y)}]

X=Xo¥=Yo
1 aa+2+b
~ alb! loxa gyb+2 m( y)])(zxo}’zyo
__ (b+2)!
=82 M(a,b +2)

=(b+1)(b+2)M(@,b+2)
Genellestirme yapmak gerekirse,

1.Durum m(x,y) fonksiyonunun x’e gore r mertebeden tiirevinin diferansiyel déniisiimti i¢in
(a+r)
Dp {=m(xy)} = (a+ Da+2)...a + M@+ r1,b) = Z2M(a +1,b)
esitligi saglanir.

2.Durum m(x,y) fonksiyonunun y ye gore s mertebeden tiirevinin diferansiyel doniistimii i¢cin

(b+s)

DD{—m(x P}=0+Db+2)...(b+)M@b+s) = M(a b +s)
esitligi saglanir.

Teorem 4.5. (Ayaz, 2003) Bir myy(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniistimi i¢in

{Bxay m(x, Y)} =@+ Db+ DM@+1,b+1)

esitligi saglanir.

1 aa+b

Ispat: Dy {aj_Zym(X' Y)} - ﬁ[axa ayP {azay m(x Y)}]

1 [ ga+itb+i
= bl [6xa+1 ayb+1 m(x, Y)]

X=XoY=Yo

X=XoY=Yo

__ (@a+1)! (b+1)! 1 gatitb+1
Y (b)! (a+1)!(b+1)! Loaxa+1 dyb+1 m(x, Y)]

X=X0Y¥=Yo

(a+ 1! (b+1)!
Y b!

M@+ 1b+1)=@+1b+1M@+1,b+1)
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Teorem 4.6. (Ayaz, 2003) r,s € N olmak lizere

Dp {ax:;; m(x, y)} =(@a+D@a+2)...(a+r)(b+1)(b+2)...(b+s)M(a+r1,b+5s)

esitligi saglanir.

ispat:

dr+s 1 gathb gr+s
P {axr ay® m(x, Y)} ~ alb! Laxa ayP {axr ays m(x, Y)}]

1 aa+r+b+s
= lhl [axa+r ayb+s m(X Y)]

X=X0Y=Yy

X=X0Y=Yg
=@+ D@+2)...a+1r)(b+1)(b+2)...(b+s)M(@a+rb+s)

Teorem 4.7. (Ayaz, 2003) m(X,y) ny(X,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii igin
{m(x y) an(XY)} Y& o >b o (a—r+ 1)M(r,b—s)N(a—r+ 1,s)

esitligi saglanir.
ispat:

on (X )

q(x,y) = olsun. Bu durumda q(x, y) fonksiyonunun Teorem 4.2 ye gore diferansiyel

dontisimii

on(x,
Dp{q(x,y)} = DD{ n((;; Y)} —Q(ab) = (a+ 1)N( + 1,b)

seklinde ifade edilerek

Dp{m(x,y)a(x y)} = Z Z M(r,b —$)Q(@—1,5)

r=0 s=

sonucuna ulasiir. Q(a—r,s)=(a—r+1)N(a—r+1,s) olacagindan bu ifade son esitlikte

yerine yazildiginda istenilen bulunur.
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Teorem 4.8. (Ayaz, 2003) m(X,y) ny(X,y) fonksiyonun diferansiyel dontigiimii igin

b
2°n(x,y) -
Dp m(x,y)a—2 = Z Z (@-r+1D@—-r+2)M(,b—-s)N@a—r+2,5s)
X r=0 s=0
esitligi saglanir.

ispat:

Dp{a(x, )} = Dp {7252} = ((a,b) = (a+ 1)(a+2)N(a +2,b)

yazilabilir. Iki fonksiyonunun ¢arpiminin diferansiyel déniisiimiinden

a b

Dp{m(x,1)a(x )} = Y* ) Ml b—s5)Qa—r,s)
0

r=0 s=

sonucuna varilir. Dolayisiyla Q(a—71,s) =(a—r+1)(a—r+2)N(a—r+ 2,s) ifadesi son

esitlikte yerine yazildiginda istenilen bulunmus olur.
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5.B0LUM
iKi BOYUTLU DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMININ BAZI UYGULAMALARI

5.1. Ornek
Asagida verilen problemi DDY ile ¢dzelim.

y =y(x,t), x €R, t=0olmakiizere,

dy Ody
atax =0
y(x,0) = —x?

baslangi¢ deger problemini géz dniine alalim. Verilen problemin ac¢ik ¢oziimii
yx 1) =—(t—x)?
seklindedir. Diferansiyel denkleme iki boyutlu DDY uygulandig: taktirde
h+DYpE,h+D)+(p+1DY(P+1,h)=0

bulunur. Diizenleme yapilirsa

+1
Y(p,h+1) = —{7Y(p+1,h)

elde edilir. Problemde verilen baslangi¢ sartina doniisiim uygulandiginda

-1, p = 2 olmasi durumunda
0, diger durumlarda

Y(p,0) =
elde edilir. Y(p,0) degeri rekiirans denkleminde kullanilarak sirasi ile p = 0,1,2, ... igin
Y(p,h) degeri hesaplandiginda

h =0 iken
p=0i¢inY(0,1) = —-1Y(1,0) =0
p =1icinY(1,1) =-2Y(2,0)=2
p =2i¢inY(2,1) =-3Y3,0)=0

p =3icinY(3,1) = —-4Y(40)=0
h =1 iken
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p=0 igin¥(02) = — 2Y(1,1) = -1
p=1icinY(1,2) = —%Y(2,1) =0
p =2 icin Y(2,2) = —%Y(B,l) =0

p=3icinY(3,2) = —%Y(4,1) =0

-1, p=0 h=2
Y(p,h)={ 2, p=1 h=1
0, p,h diger durumlari icin

bulunur. Ters diferansiyel doniisiim yardimiyla

Y(x,t) = i i Y (p, h)xPth

p=0 h=0

yazilir. Dolayisiyla
2
Z Y (p,0)xP + Y(p, DxPt + Y(p, 2)xPt? = Y(0.0) + Y(0.1)t + Y(0.2)t% + Y(1,0)x + Y(1,1)xt
p=0
+Y(1,2)xt? + Y(2,0)x% + Y(2,1)x%t + Y(2,2)x%t? = —t% + 2xt + —x?

bulunur.

Sekil 5.1 Problemin Kesin Coziimiiniin Grafigi
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5.2. Ornek
Asagida verilen

dy(x,t) Iy(x,t)
dt +2 ox

y(x,t), t=0, X ER

y(x 0) = x?
baslangi¢c deger problemini iki boyutlu DDY ile ¢6zelim.

Verilen problemin acik ¢éziimii y(x,t)=e(2t — x)? dir. Diferansiyel denkleme diferansiyel

dontlisiim uyguladigi taktirde
(h+DY(p,h+1)+2(p+ 1)Y(p+ 1,h) = Y(p,h)
elde edilir.

Problemde verilen baslangi¢ sartina déniistim uygulanirsa

p=2

1,
Y(p,0) = { 0, p nin diger durumlari igin

bulunur.

Y (p, h) degeri hesaplandiginda

h = 0 icin art-arda
Y(0,1) + 2Y(1,0) = Y(0,0), Y(0,1) =0
Y(1,1) + 4Y(2,0) = Y(1,0), Y(1,1) = -4
Y(2,1) + 6Y(3,0) = Y(2,0), Y(2,1)=1
Y(3,1) + 8Y(4,0) = Y(3,0), Y(3,1)=0
Y(4,1) + 10Y(5,0) = Y(4,0), Y(41) =0
Y(5,1) + 12Y(6,0) = Y(5,0), Y(51) =0

esitlikleri

h=1 iken art-arda
2Y(0,2) + 2Y(1,1) = Y(0,1), Y(0,2) =4

2Y(1,2) + 4Y(2,1) = Y(1,1), Y(12)=-4
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Y(2,2) + 6Y(3,1) = Y(2,1), Y(2,2) = %

2Y(3,2) + 8Y(4,1) = Y(3,1), Y(3,2)=0
esitlikleri

h = 2 iken art-arda
3Y(0,3) + 2Y(1,2) = Y(0,2), Y(0,3) =4
3Y(1,3) + 4Y(2,2) = Y(1,2), Y(1,3) = -2
3Y(2,3) + 6Y(3,2) = Y(2,2), Y(2,2) =

2Y(3,2) + 8Y(4,1) = Y(3,2), Y(3,2) =
esitlikleri

h = 3 iken art-arda

4Y(0,3) + 2Y(1,3) = Y(0,3), Y(0,4) =2

4Y(1,4) + 4Y(2,3) = Y(1,3),  Y(1,4) = 2

YA + YB3 = Y23),  Y(24) = —

4Y(34) + 8Y(4,3) = Y(3,3), Y(34)=0

esitlikleri bulunur. Buradan DDY ¢6ziimii

YD = > > ¥ (phxeet
p=0 h=0

=Y 0xP[Y(p,0) + Y(p, Dt +Y(p, 2)t* + Y (p,3)t3+...]
=[Y(0,0) + Y(0,1)t 4+ Y(0,2)t2 + Y(0,3)t3 + ---]
+[Y(1,0)x + Y(1,Dxt + Y (1,2)xt? + Y (1,3)xt3 + -] +
+[Y(2,0)x? + Y(2,)tx? + Y(2,2)x%t? + Y (2,3)x%t3+...]
+[Y(3,0)x® + YB3, Dtx? + Y (3,2)t2x® + Y(3,3)t3x3+...] +...

= [42 + 4¢3 + 2t*+...] + [—4xt — 4xt? — 2xt3 — %xt4+...]
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+[x2 +tx? + %t2+...] — 4xt (1+t+§t2+...)

1 1 1 1
+X2(1+t+§t2 +§t3 ) +<1+t+—t2 +§t3 ...)(4t2 — 4xt + x2)

2
=et(2t —x)?

biciminde elde edilir.

Sekil 5.2 Problemin Kesin Coziimiiniin Grafigi
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SONUC

DDY, adi ve kismi diferansiyel denklemler icin baslangic ve sinir-deger problemlerine
uygulanmasi agisindan ¢ok pratik ve etkili bir yontemdir. Yontemin keyfi alinan mertebeden
lineer ve non-lineer adi ve adi olmayan denklemlerinin hem yaklasik ¢6ziimii hem de kesin
¢oziimlerini bulmak i¢in kullanish oldugu goériilmiistiir. Bu ¢alismada bir boyutlu ve iki boyutlu
DDY incelenmistir. Yontem sonucunda cebirsel denklemler elde edildigi i¢in kolaylikla bilgisayar
programlarinda hesaplanarak ¢éziimler bulunur. Cesitli problemlerin kesin ¢6ziimleri ile DDY

ile elde edilen ¢oziimleri icin grafiksel karsilastirma yapilmistir.
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