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GİRİŞ

Matematiğin bir alt dalı olan fonksiyonel analiz, reel veya kompleks sayılar üzerindeki fonksi‐
yonların uzaylarının çalışmaları olarak görülmektedir. Fonksiyonel analizin uygulamalarında en
çok yararlanılan uzaylar Hilbert uzaylarıdır. Ilk olarak bu uzayları 1912 yılında David Hilbert
kullanmaya başlamıştır. Hilbert uzaylarında operatörler tanımlanmış ve böylelikle operatör te‐
orisi yapılandırılmıştır. Birçok iziksel ve teknik iddianınmodellenmesi, diferansiyel operatörler
ile ifade edilmiştir. Bu nedenle operatör teorisi,modernmatematikte, özellikle çok parçacıklı ku‐
antummekaniği, kuantum alan teorisi, çok noktalı sınır değer problemlerininmodellenmesinde
son derece önemli rol oynamaktadır (Albeverio ve ark.,2005), (Zettl,2005). Spektral teorinin uy‐
gulanmasında Hilbert uzaylarındaki operatörler önemli bir rol oynar.
F.Riesz, J. von Neumann ve birçok bilim insanı tarafından öncelikle simetrik daha sonra selfadjo‐
int operatörlerin spektrumyapısı inşa edilmiştir. Hilbert uzayında simetrik operatörlerin selfad‐
joint operatör teorisi Neumann (1929‐1930) tarafından geliştirilmiştir. Fischbacher’ın (2017)
daha sonraki çalışmaları pozitif kapalı simetrik operatörün tüm negatif olmayan selfadjoint ge‐
nişlemelerinin karakterizasyonu ile ilgilendi. Selfadjoint olmayan operatörler, kuantum meka‐
niğinden matematiksel iziğe kadar birçok bilim dalında karşımıza çıkar. Selfadjoint olmayan
operatörleri incelemek genel teorinin bu konuda eksik olduğundan genellikle zordur. Bu opera‐
törlerin disipatif operatörler ve akretif operatörler sını ları en önemli sını larındandır. Akretif
ve disipatif operatörler hidrodinamik, lazer ve nükleer saçılma teorileri gibi alanlarda birçok il‐
ginç uygulamalara sahiptir.
(a,b) sonlu aralığında tanımlanan vektör‐fonksiyonların Hilbert uzayında regüler diferansiyel
ifadesi tarafından doğurulan minimal operatörün spektral analizi ve maksimal akretif geniş‐
lemeleri Levchuk (1983) tarafından incelenmiştir. Ipek Al ve Ismailov (2019), ağırlıklı Hilbert
uzayında vektör fonksiyonlarının birinci mertebeden lineer çok noktalı diferansiyel operatör
ifadesinin analog spektral problemlerini incelemiştir. Aynı Hilbert uzaylarında birinci mertebe‐
den diferansiyel operatör ifadesinin bazı spektral problemleri Oztürk Mert, Ipek Al ve Ismailov
(2020) tarafından incelenmiştir. Ipek Al ve Akbaba (2020) sonlu aralıkta tanımlanan Hilbert
uzaylarında birinci mertebeden lineer diferansiyel operatör ifadesi tarafından doğurulan mini‐
mal operatörün kompakt olarak çözülebilir genişlemelerini ve bunların spektral analizini ifade
etmişlerdir. Hilbert uzaylarında sol ve sağ yarı eksende özel tip lineer çok noktalı diferansiyel
operatör ifadesinin bazı spektral problemleri Oztürk Mert (2020) tarafından incelenmiştir. Ipek
Al ve Ismailov (2021) tarafından sonlu aralıkta tanımlanan vektör fonksiyonlarınınHilbert uzay‐
larında involüsyonlu birinci mertebeden lineer diferansiyel operatör ifadesi tarafından doğuru‐
lan minimal operatörün selfadjoint genişlemelerinin genel şekli bulunmuş, ayrıca spektrum kü‐
meleri incelenmiştir.
Nagy ve Foias’ın fonksiyonel model teorisi (1970) disipatif operatörlerin spektral teorisini araş‐
tırmak için önemli bir yöntemdir. Vektör‐fonksiyonlarının Hilbert uzayında sonlu veya sonsuz
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aralıklardan biri durumunda formal simetrik diferansiyel operatör ifadesi tarafından üretilen
eşit defekt sayılara sahip minimal operatörün spektral analizi ve maksimal disipatif genişleme‐
leri Gorbachuk ve Gorbachuk (1991) tarafından incelenmiştir. Rofe‐Beketov ve Kholkin özellikle
kendi isimleriyle anılan bu metodu (2005)’de genelleştirmişlerdir.
Sağ yarı eksende birinci mertebeden lineer quasi‐diferansiyel ifadenin bazı spektral problemle‐
ri Ipek Al (2018) tarafından incelenmiştir. Oztürk Mert, Ismailov ve Ipek Al (2020)’de sağ yarı
eksen üzerindeki birinci mertebeden lineer singüler kanonik diferansiyel ifadenin bazı spektral
problemleri çalışmışlardır. Vektör‐fonksiyonlarının direkt toplam uzaylarında birinci mertebe‐
den singüler çok noktalı diferansiyel ifadenin benzer spektral problemleri Ipek Al ve Ismailov
(2020) tarafından incelenmiştir.
Bu tez çalışmasında; H ayrılabilir Hilbert uzayı ve ω : [0, 1] −→ (0,∞), ω ∈ C1[0, 1] ve ω :

(a,∞) −→ (0,∞), a ∈ R, ω ∈ C(a,∞) olmak üzereL2
ω ağırlıklı Hilbert uzayı üzerinde birinci

mertebeden diferansiyel operatör ifadesi için aşağıdakilerin yapılması amaçlanmaktadır.
(D‐1) B : [0, 1] −→ H düzgün operatör topolojisinde sürekli, lineer selfadjoint olmak üzere

l(u) = u
′
+ Bu diferansiyel‐operatör ifadesinin L2

ω(H, (0, 1)) uzayı üzerinde doğurduğu mini‐
mal operatörün tüm disipatif;
(A‐1) B : [0, 1] −→ H düzgün operatör topolojisinde sürekli, lineer selfadjoint olmak üzere

l(u) = iu
′
+ Bu diferansiyel‐operatör ifadesinin L2

ω(H, (0, 1)) uzayı üzerinde doğurduğu mini‐
mal operatörün tüm akretif;
(D‐2) b ∈ [0, 1], b ≥ 0 olmak üzere l(u) = iu

′
+ i

2
ω
′

ω u + bu diferansiyel‐operatör ifadesinin

L2
ω(0, 1) uzayı üzerinde doğurduğu minimal operatörün tüm disipatif;

(A‐2) B : H −→ H, B ≥ 0 ve selfadjoint olmak üzere l(u) = (ωu)
′
+ Bu singüler quasi‐

diferansiyel ifadesinin L2
ω(H, (a,∞)) uzayı üzerinde ürettiği minimal operatörün tüm akretif

genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade edilecektir. Ayrıca incelenen genişlemelerin spektral
yapısı araştırılacaktır.
Bu çalışmalar sonucunda elde edilen sonuçlar örneklerle desteklenecektir.
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1. Bölüm

GENEL TANIMLAR

Bu bölümde verilen genel tanım ve teoremler Aliprantis (1998), Kreyszig (1978), Narici (1972)
ve Rynne (2007) çalışmalarında alınmıştır.
1.1. Normlu Vektör Uzayı

X , F cismi üzerinde tanımlı lineer vektör uzayı alınsın. Burada

∥.∥ : X −→ [0,∞), x −→ ∥x∥

dönüşümü her x1, x2 ∈ X ve her α ∈ F için

• ∥x1∥ = 0 ⇐⇒ x1 = 0 ;

• ∥αx1∥ = |α|∥x1∥ ;

• ∥x1 + x2∥ ≤ ∥x1∥+ ∥x2∥

ifadelerini sağlıyorsa ∥.∥ dönüşümeX üzerinde bir norm ve (X, ∥.∥) ikilisine de normlu vektör
uzayı denir.

1.2. İç Çarpım Uzayı

F = R (veya C) veX vektör uzayı alınsın.
Eğer (., .) : X ×X −→ F dönüşümü her x1, x2, x3 ∈ X ve λ ∈ F için

• (x1, x1) ≥ 0 ve (x1, x1) = 0 ⇐⇒ x1 = 0;

• (x1, x2) = (x2, x1) (kompleks eşlenik)

• (λx1, x2) = λ(x1, x2)

• (x1 + x2, x3) = (x1, x3) + (x2, x3)

özelliklerini sağlıyorsa (.,.)’yeX uzayı üzerinde iç çarpım, (X, (., .)) ikilisine de iç çarpım uzayı
denir.

1.3. Hilbert Uzayı

Bir (X,(.,.)) bir iç çarpım uzayı olsun. Bu uzay iç çarpımın ürettiği norma göre tam olduğu takdir‐
de bu uzaya Hilbert Uzayı denir.
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1.4. Vektör Fonksiyonlarının Hilbert Uzayı

H ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun.∫ a2
a1

∥g(t)∥2Hdt < +∞
koşulunu sağlayan g : [a1, a2] −→ H güçlü ölçülebilir vektör fonksiyonlarının lineer vektör uza‐
yı L2(H, (a1, a2)) şeklinde ifade edilir. Tanımlanan uzay (g, h)L2(H,(a1,a2)) : =

∫ a2
a1

(g(t), h(t))Hdt,
g, h ∈ L2(H, (a1, a2)) iç çarpımının ürettiği norm ile Hilbert uzayıdır.

1.5. Lebesgue Uzayları

Ω,Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi, |Ω| > 0 ve S(Ω), Ω da tanımlı ölçülebilir fonksiyonların
kümesi olsun. p ∈ (1,∞) için,

∫
Ω
|u(x)|pdx <∞ (1)

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayına Lebesgue uzay denir. Ω bölgesinde hemen hemen her
yerde eşit fonksiyonlarıLp(Ω) uzayında eşit kabul edelim. Lp(Ω) uzayının elemanları (1) ifade‐
sini sağlayan ölçülebilir fonksiyonların denklik sını larıdır. Bu farkı göz ardı ederek, eğer u fonk‐
siyonu (1) özelliğini sağlıyorsa u ∈ Lp(Ω) ve Ω bölgesinde hemen hemen her yerde u(x) = 0

ise Lp(Ω) uzayında u = 0 yazılmaktadır.
Eğer u1 ∈ Lp(Ω) ve z ∈ C ise zu1 ∈ Lp(Ω) olduğu açıktır ve eğer u1, u2 ∈ Lp(Ω) ise

|u1(x) + u2(x)|p ≤ (|u1(x)|+ |u2(x)|p ≤ 2p(|u1(x)|p + |u2(x)|)p

olduğu için u1 + u2 ∈ Lp(Ω) yazılabilir. Böylece

Lp(Ω) := {u ∈S(Ω) :

∫
Ω
|u(x)|pdx <∞}

uzayının vektör uzayı olduğunu görmek kolaydır.
Lp(Ω) uzayı p ∈ [1,∞) için,

∥u∥p,Ω = ∥u∥p = {
∫
Ω
|u(x)|pdx}

1
p

normu ile bir Banach uzaydır.

1.6. Ağırlıklı Lebesgue Uzayları

ω fonksiyonu hemen hemen her x ∈ Rn için ω(x) ≥ 0 olacak şekildeRn de lokal integrallenebi‐
lir ise ω fonksiyonuna bir ağırlık fonksiyonu denir.
Ω, Rn de açık bir bölge ve ω ağırlık fonksiyonu olmak üzere∫

Ω
ω|u|pdx <∞
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özelliğine sahip ölçülebilir fonksiyonların kümesine ağırlıklı Lebesgue uzayı adı verilir veLp
ω(Ω)

şeklinde ifade edilir.
Lp
ω(Ω) uzayı,

∥u∥p,ω = (

∫
Ω
ω|u|pdx)

1
p

normu altında bir Banach uzayıdır.

1.7. Operatör

X ve Y normlu lineer uzayları alınsın. B : D(B) ⊂ X −→ Y şeklindeki dönüşüme operatör
denir. Buradan:
D(B) := {x ∈ X : Bx tanml} ⊂ X kümesineB operatörünün tanım kümesi,
R(B) := BD(B) = {y = Bx : x ∈ D(B)} ⊂ Y kümesine iseB operatörünün değer kümesi,
kerB := {x ∈ X : Bx = 0} ⊂ X kümesine iseB operatörünün çekirdeği adı verilir.

1.8. Operatörün Normu

X ve Y normlu uzaylar veB : X −→ Y sınırlı lineer operatörü alınsın. Burada

∥B∥ := inf{K : K > 0 ve ∀x ∈ X için ∥Bx∥Y ≤ K∥x∥X}

ifadesineB operatörünün normu denir.

1.9. Adjoint Operatörler

H Hilbert uzayı,B : D(B) ⊂ H −→ H bir lineer operatör veD(B) = H olsun. Buradan
D(B∗) := {y ∈ H : her x ∈ D(B) için bir z ∈ H vardır, öyleki (x, y)H = (x, z)H } olmak üzere
B∗ : D(B∗) ⊂ H −→ H, B∗y := z şeklinde tanımlanan operatöre B operatörünün adjoint
operatörü denir.
H Hilbert uzayı ve B ∈ L(H) olsun. Eğer B = B∗ veya ∀x, y ∈ H için (Bx, y) = (x,By) ise bu
operatöre selfadjoint operatör denir.

Örnek: T : L2(0, 1) −→ L2(0, 1), (Tf)(t) :=
∫ t
0 f(s)ds, f ∈ L2(0, 1) Volterra operatörü‐

nün adjointi bulunsun.
f, g ∈ L2(0, 1) için
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(Tf(t), g(t))L2 =

∫ 1

0
(Tf)(t)g(t)dt

=

∫ 1

0

(∫ t

0
f(s)ds

)
g(t)dt

= −
∫ 1

0

(∫ t

0
f(s)ds

)
d

(∫ 1

t
g(s)ds

)
= −

∫ t

0
f(s)ds

∫ 1

t
g(s)ds

∣∣∣∣1
0

=

∫ 1

0
f(t)

(∫ 1

t
g(s)ds

)
dt

= (f(t), T ∗g(t))

olup T ∗g(t) =
∫ 1
t g(s)ds, g ∈ L2(0, 1) şeklindedir.

Örnek:A =

[
2 i

−i 3

]
şeklindealınanAoperatörü bir selfadjoint operatördür. YaniA∗ =

[
2 i

−i 3

]

şeklindedir.

1.10. Disipatif Operatör

H Hilbert uzayı ve B : D(B) ⊂ H −→ H bir kapalı yoğun tanımlı operatörü alınsın. Eğer her
ψ ∈ D(B) için

Im(Bψ,ψ)H ≥ 0,

ise,B operatörüne disipatif operatör denir.

1.11. Akretif Operatör

H Hilbert uzayı ve B : D(B) ⊂ H −→ H bir kapalı yoğun tanımlı operatörü alınsın. Eğer her
ψ ∈ D(B) için

Re(Bψ,ψ)H ≥ 0,

ise,B operatörüne akretif operatör denir.

1.12. Rezolvent Küme

H Hilbert uzayı veB : D(B) ⊂ H −→ H lineer operatör olsun.

ρ(B) :=
{
λ ∈ C : (B − λI)−1 ∈ B(X)}

kompleks sayılar kümesineB operatörünün rezolvent kümesi adı verilir.
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1.13. Spektrum

H bir Hilbert uzayı olsun. C \ ρ(B) kümesine B operatörünün spektrumu adı verilir. B opera‐
törünün spektrum kümesi σ(B) şeklinde gösterilir.

1.14. Ayrık Spektrum

σp(B) := {λ ∈ C : (B − λI) operatörü bire bir değil}
kümesineB operatörünün ayrık spektrumu adı verilir. Eğer λ0 ∈ σp(B) ise,

(B − λ0I)x0 = 0

denkleminin x0 ̸= 0 çözümü vardır.

1.15. Sürekli Spektrum

σc(B) :=
{
λ ∈ C : (B − λI) bire bir, R(B − λI) = H, fakat R(B − λI) ̸= H}

kümesineB operatörünün sürekli spektrum denir.

1.16. Kalan Spektrum

σr(B) :=
{
λ ∈ C : (B − λI) bire bir, R(B − λI) ≠ H}

kümesineB operatörünün kalan spektrumu denir.

Örnek: T : l2(R) −→ l2(R), T (xn) := (0, x1, x2, ..., xn−1, ...), x = (xn) ∈ l2(R) olsun. Ve‐

rilen T operatörünün ayrık spektrumu bulunsun.
x = (xn) ∈ l2 ve λ ∈ C alınsın. O halde Tx = λx bağıntısından

(0, x1, x2, ..., xn−1, ...) = (λx1, λx2, λx3, ..., λxn, ...)

yani

λx1 = 0, λx2 = x1, λx3 = x2, ..., λxn = xn−1, ... (∗)

bulunur. Ilk olarak λ ̸= 0 kabul edelsin. Buradan x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, xn = 0, ... olur. Yani
eğer λ ̸= 0 ise Tx = λx denkleminin x ̸= 0 için çözümü yoktur.
Şimdi λ = 0 olsun. (∗)’daki 2. denklemden x1 = 0 ve ayrıca x2 = x3 = ... = xn = ... = 0 olup,
Tx = 0x denkleminin yine x ̸= 0 için çözümü yoktur.
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Bu durumda σp(T ) = ∅ olarak bulunur.

Örnek:H = L2(0, 1) uzayında, T : L2(0, 1) −→ L2(0, 1),

Tu := u
′
+ au, D(T ) =

{
u ∈W 1

2 (0, 1) : u(0) = 0
}

operatörünün spektrumunu bulalım.
Bu durumda λ ∈ C için

u
′
+ au = λu+ f, f ∈ L2(0, 1)

denkleminin genel çözümü

u(t) = ce(λ−a)t +

∫ t

0
e−(a−λ)(t−s)f(s)ds

şeklinde olup u(0) = 0 sınır değer koşulundan c =0 bulunur. Oyleyse, her λ ∈ C ve her f ∈
L2(0, 1) için

(T − λ)u = f

denkleminin

u(t) =

∫ t

0
e−(a−λ)(t−s)f(s)ds ∈W 1

2 (0, 1)

şeklinde bir tek çözümü vardır, yani her λ ∈ C için
(T − λ)−1 ∈ B(L2(0, 1)). Başka bir ifadeyle

σ(T ) = ∅, ρ(T ) = C

olarak bulunur.

Örnek: T : C2 −→ C2, T =

[
1 3

0 2

]
şeklinde verilen operatörün spektrumu incelensin.

Buradan öncelikle λ ∈ C için Tx = λx, x ∈ C2 denkleminin sıfırdan farklı çözümü araştırılır.
Bu halde [

1 3

0 2

][
x1

x2

]
= λ

[
x1

x2

]
, x = (x1, x2) ∈ C2
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bağıntısından

(1− λ)x1 + 3x2 = 0

(2− λ)x2 = 0

bulunur ki bu [
1− λ 3

0 2− λ

][
x1

x2

]
=

[
0

0

]
şeklinde de yazılabilir. Burada matris denkleminin sıfırdan farklı çözümü∣∣∣∣∣1− λ 3

0 2− λ

∣∣∣∣∣ = 0

durumunda mümkündür. O halde

(1− λ)(2− λ) = 0

ve buradan λ = 1 ve λ = 2 şeklinde bulunur. Böylece σp(T ) = {1, 2} dir.
Ayrıca verilen operatör sonlu boyutlu uzayda tanımlı olduğu için σc(T ) = ∅ ve σr(T ) = ∅ dır.
Sonuç olarak σ(T ) = σp(T ) şeklindedir.

Örnek: X = (C[0, 1], ∥.∥∞) olmak üzere, T : X −→ X Tx = tx(t) operatörünü göz önüne

alalım. Tx = tx(t) operatörü için (T − λI)−1’i bulalım.

tx(t)− λx(t) = y(t)

olup, x(t) çözümü her t ∈ [0, 1] için yukarıdaki eşitliği sağlayan bir fonksiyondur. Eğer λ ∈
R [0, 1] (λ < 0 veya λ > 1) ise, yukarıdaki denkleminin her y ∈ X için [0, 1] üzerinde tek

x(t) =
1

1− λ
y(t), t ∈ [0, 1]

çözümü vardır. Bu nedenle ρ(T ) = R\[0, 1] ve her λ ∈ ρ(T ) için

(T − λI)−1 =
1

1− λ
y(t), t ∈ [0, 1]

olur. Şimdi λ ∈ [0, 1] sayısının T operatörünün spektrumuna dahil olduğunu görelim.
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λ0 ∈ [0, 1] ve ∈ y(t) ∈ C[0, 1] fonksiyonu y(λ0) = a ̸= 0 koşulunu sağlayan herhangi bir fonksi‐
yon olsun. Bu fonksiyon için

(t− λ0)x(t) = y(t)

eşitliği hiçbir x(t) ∈ C[0, 1] fonksiyonu için sağlanamaz, çünkü t = λ0 noktasında sol tarafı sı‐
fır, sağ tarafı ise sıfırdan farklıdır. Dolayısı ile λ = λ0 olduğundan yukarıda verilen denklemin
bazı y(t) ∈ C[0, 1] fonksiyonları için çözümü yoktur. Bu ise λ ∈ σ(T ) olması demektir. Ayrıca
σ(T )’nın hiçbir noktası T operatörünün öz değeri olamaz, çünkü

(t− λ)x(t) = 0, λ ∈ [0, 1]

denkleminin çözümü her t ̸= λ0 için x(t)’nin süreksizliğine t = λ noktasında 0 olur.
Böylece σc(T ) = [0, 1] ve σp(T ) = ∅ olduğu bulunur.

1.17. Defekt Sayıları

B,H Hilbert uzayında lineer operatör ven+ = dimH+i(B
∗),n− = dimH−i(B

∗) olsun. (n+, n−)
sayılarınaB operatörünün defekt sayıları denir.

1.18. Sınır Değerler Uzayı

B : D(B) ⊂ H → H , H Hilbert uzayında eşit defekt sayısına sahip kapalı simetrik bir operatör
olsun.H bir Hilbert uzayı,
γ1, γ2 : D(B∗) −→ H lineer dönüşümleri için, eğer;

i) her f, h ∈ D(B∗) için

(B∗f, h)H − (f,B∗h)H = (γ1f, γ2h)H − (γ2f, γ1h)H

ii) her x1, x2 ∈ H için γ1f = x1 ve γ2f = x2 koşulunu sağlayan bir f ∈ D(B∗) elemanı
mevcut ise, (H, γ1, γ2) üçlüsüneB operatörü için bir sınır değerler uzayı denir.
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2. Bölüm

YAPILAN ÇALIŞMALAR

2.1. (D‐1) Durumunda Disipatif Genişlemelerinin Gösterimi ve Spektrumu

Bu çalışmanın ilk bölümündeω : [0, 1] −→ (0,∞), ω ∈ C1[0, 1] olmak üzereL2
ω = L2

ω(H, (0, 1))

ağırlıklı Hilbert uzayında, operatör katsayılı

l(u) = u
′
(t) +B(t)u(t) (2)

formundaki diferansiyel‐operatör ifadesi ele alınacaktır.
Burada t ∈ [0, 1] olmak üzereB(t) lineer sınırlı selfadjoint operatördür. AyrıcaB : [0, 1] −→ H

düzgün operatör topolojisinde süreklidir.
Ilk önce ele alınan l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 1 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi

l+(u2)(t) = − 1

ω(t)
(ωu2)

′
(t) +B(t)u2(t)

şeklindedir.

İspat : u1, u2 ∈ C1[0, 1] alınsın. Buradan

(l(u1), u2)L2
ω

= (u
′
1 +Bu1, u2)L2

ω

= (u
′
1, u2)L2

ω
+ (Bu1, u2)L2

ω

=

∫ 1

0
(u

′
1(t), u2(t))Hω(t)dt+ (u1, B

∗u2)L2
ω

=

∫ 1

0
(u

′
1(t), ωu2(t))Hdt+ (u1, B

∗u2)L2
ω

= (u1(1), u2(1))H − (u1(0), u2(0))H

−
∫ 1

0
(u1(t), (ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω

= −
∫ 1

0
(u1(t), (ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω

=

∫ 1

0
(u1(t),−(ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω

=

∫ 1

0
(u1(t),−

1

ω(t)
(ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω

= (u1,−
1

ω
(ωu2)

′
+Bu2)L2

ω

= (u1, l
+(u2))L2

ω

elde edilir. Böylece L2
ω(H, (0, 1)) uzayında l(·) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

l+(u2(t)) = − 1

ω(t)
(ωu2)

′
(t) +B(t)u2(t) (3)
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olarak bulunur.
L2
ω(H, (0, 1)) uzayında (2) ((3)) diferansiyel ifadesi tarafından doğurulan minimal operatör L0

(L+
0 ) vemaksimal operatör deL (L+) şeklinde tanımlanır. BuradanL0 ⊂ L veL+

0 ⊂ L+ ifadeleri
doğrudur.
Buradan l(·) diferansiyel ifadesinin reel ve karmaşık kısımları bulunabilir. l(·) ve l+(·) ifadeleri
yerine yazılarak,

lr(u) =

u
′
(t) +B(t)u(t)− 1

ω(t)
(ωu)

′
(t) +B(t)u(t)

2

=
ω(t)u

′
(t)− (ωu)

′
(t)

2ω(t)
+B(t)u(t)

=
ω(t)u

′
(t)− ω

′
(t)u(t)− ω(t)u

′
(t)

2ω(t)
+B(t)u(t)

= −ω
′
(t)u(t)

2ω(t)
+B(t)u(t),

li(u) =

u
′
(t) +B(t)u(t) +

1

ω(t)
(ωu)

′
(t)−B(t)u(t)

2i

=
ω(t)u

′
(t) + ω

′
(t)u(t) + ω(t)u

′
(t)

2ω(t)i

=
u

′
(t)

i
+
ω

′
(t)u(t)

2iω(t)

= −iu′
(t)− i

2

ω
′
(t)u(t)

ω(t)

şeklinde l(·) diferansiyel ifadesinin reel ve karmaşık kısımları elde edilir.
L2
ω uzayında, L0 minimal operatörün tüm maksimal disipatif genişlemelerinin genel formu ve‐

rilecektir. L0 minimal operatörün tümmaksimal disipatif genişlemelerini tanımlamak için li( . )

diferansiyel ifadesi tarafından doğurulanLi0 minimal operatörün tümmaksimal disipatif geniş‐
lemelerini tanımlamak yeterlidir.
Ana sonuç için ihtiyaç duyulacak olan Li0 minimal operatörün defekt sayıları bulunsun.

Teorem 1 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında Li0 minimal operatörünün defekt sayıları

(n+(Li0), n−(Li0)) = (dimH, dimH)

şeklindedir.

İspat : Hesaplamalarda kolaylık olması içinB = 0 alalım. O zaman t ∈ (0, 1) için

−iu′+(t)−
i

2

ω′(t)

ω(t)
u+(t) + iu+(t) = 0
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ve
−iu′−(t)−

i

2

ω′(t)

ω(t)
u−(t)− iu−(t) = 0

diferansiyel denklemlerin genel çözümleri araştırılsın. Ilk olarak t ∈ (0, 1) için

−iu′+(t)−
i

2

ω′(t)

ω(t)
u+(t) + iu+(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü yapılsın. Verilen diferansiyel denklem

u
′
+(t) +

ω
′
(t)

2ω(t)
ut(t)− u+(t) = 0

yani
u

′
+(t) + u+(t)(

ω
′
(t)

2ω(t)
− 1) = 0

şeklinde olup, çözümü t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u+(t) = exp

{∫ t

0
(1− ω

′
(s)

2ω(s)
)ds

}
f

elde edilir. Diğer taraftan t ∈ (0, 1) için

−iu′−(t)−
i

2

ω′(t)

ω(t)
u−(t)− iu−(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü bulunabilir. Bu diferansiyel denklem düzenlenirse

u
′
−(t) +

ω
′
(t)

2ω(t)
u−(t) + u−(t) = 0

yani

u
′
−(t) + u−(t)(

ω
′
(t)

2ω(t)
+ 1) = 0

dır. Son eşitlikten çözüm t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u−(t) = exp−

{∫ t

0
(1 +

ω
′
(s)

2ω(s)
)ds

}
f

olarak bulunur. Buradan t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u±(t) = exp

±
t∫

0

(
1∓ ω

′
(s)

2ω(s)

)
ds

 f

elde edilir.
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Bulunan çözümlerden,

∥u+(t)∥2L2
ω

=

1∫
0

ω(t)∥u+(t)∥2Hdt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp


t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 f

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

≤
1∫

0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp


t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds


∥∥∥∥∥∥
2

H

dt∥f∥2H

≤
1∫

0

ω(t)exp

2

t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 dt∥f∥2H

=

1∫
0

ω(0)e2tdt∥f∥2H =
ω(0)

2
(e2 − 1)∥f∥2H <∞

elde edilir. Dolayısıyla
n+(Li0) = dimker(Li + iI) = dimH

olduğu görülür. Benzer şekilde,

n−(Li0) = dimker(Li − iI) = dimH

olduğu da gösterilebilir. Böylece teorem ispat edilmiş olur.
Yukarıdaki teoremden, minimal operatör bir maksimal disipatif genişlemeye sahiptir (Gorbac‐
huk,1991). Şimdi tümmaksimal disipatif genişlemelerini tanımlamak için sınır değerler uzayını
yapılandırmak gerekir.

Lemma 2 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında Li0 minimal operatörü ve u ∈ D(Li) için γ1 ve γ2 fonksi‐

yonları

γ1 : D(Li) → H, γ1(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)
γ2 : D(Li) → H, γ2(u) = − 1

i
√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)

formunda olmak üzere, (H, γ1, γ2) üçlüsü bir sınır değerleri uzayıdır.

İspat : u, v ∈ D(Li) alınsın. Buradan
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(Liu, v)L2
ω
− (u, Liv)L2

ω

=

(
−iu′ − i

2

ω′

ω
u+Bu, v

)
L2
ω

−
(
u,−iv′ − i

2

ω′

ω
v +Bv

)
L2
ω

= (−iu′, v)L2
ω
+ (− i

2

ω′

ω
, v)L2

ω
+ (Bu, v)

−(u,−iv′)L2
ω
− (u,− i

2

ω′

ω
, v)L2

ω
− (u,Bv)L2

ω

= −i

[
(u′, v)L2

ω
+ (u, v′)L2

ω
+

(
ω′

ω
u, v

)
L2
ω

]

= −i

 1∫
0

(u′(t), v(t))Hω(t)dt+

1∫
0

(u(t), v′(t))Hω(t)dt+

1∫
0

(u(t), v(t)ω′(t))Hdt


= −i

 1∫
0

(u′(t), v(t)ω(t))Hdt+

1∫
0

(u(t), (v(t)ω(t))′)Hdt


= −i

1∫
0

(u(t), ω(t)v(t))′Hdt

= −i[(
√
ω(1)u(1),

√
ω(1)v(1))H − (

√
ω(0)u(0),

√
ω(0)v(0))H ]

= (γ1(u), γ2(v))H − (γ2(u), γ1(v))

elde edilir. Şimdi f1, f2 ∈ H için

γ1(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)
= f1,

γ2(u) = − 1

i
√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)
= f2

denklemlerinden

u(1) =
(f1 − if2)√

2ω(1)
ve u(0) = (f1 + if2)√

2ω(0)

eşitliklerini sağlayan u ∈ D(Li) fonksiyonunun varlığı araştırılsın.
Eğer u( . ) fonksiyonu t ∈ [0, 1] için

u(t) =
1√
2ω(1)

(f1 − if2)t+
1√
2ω(0)

(f1 + if2)(1− t)

şeklinde seçilirse, u ∈ D(Li) ve γ1(u) = f1, γ2(u) = f2 olduğu bulunur. Böylece ispat tamam‐
lanır.
Şimdi Calkin‐Gorbachuk metodu kullanılarak elde edilen aşağıdaki teorem verilsin.
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Teorem 2 : Eğer L̃i, Li0 minimal operatörün L2
ω(H, (0, 1)) uzayındaki maksimal disipatif ge‐

nişlemesi ise, bahsedilen genişleme li( . ) diferansiyel operatör ifadesi ve T : H → H daralma
operatörü olmak üzere,

u(1) =

√
ω(0)

ω(1)
Tu(0)

sınır şartı tarafından doğurulur. Ustelik T : H → H daralma operatörü L̃i genişlemesi tarafın‐
dan tek türlü ifade edilir. Yani L̃i = LiT ve bu iddianın tersinin de doğruluğu geçerlidir.

İspat : Li0 operatörünün her L̃i maksimal disipatif genişlemesi li( . ) diferansiyel operatör ifa‐
desi ve T : H → H bir daralma operatörüdür.

(T − I)γ1(u) + i(T + I)γ2(u) = 0

sınır şartı tarafından üretilir. Yukarıdaki lemmadan, u ∈ D(L̃i) için

(T − I)

(
1√
2

)
(
√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)) + i(T + I)

−1

i
√
2
(
√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)) = 0,

yani

(T − I)

(√
ω(1)u(1)√

2
+

√
ω(0)u(0)√

2

)
+ (T + I)

(
−
√
ω(1)u(1)√

2
+

√
ω(0)u(0)√

2

)
= 0

elde edilir.

2
√
ω(0)u(0)√

2
T =

2
√
ω(1)u(1)√

2
ve
√
ω(1)u(1) = T

√
ω(0)u(0)

eşitliklerinden

u(1) =

√
ω(0)

ω(1)
Tu(0)

sonucuna ulaşılır.
Teorem 2 ve verilen ifadelerden aşağıdaki teorem elde edilir.

Teorem 3 : L̃, L0 minimal operatörün maksimal disipatif genişlemesi olsun. Bu genişleme l( . )

ifadesi ve T : H → H bir daralma operatörü olmak üzere,

u(1) =

√
ω(0)

ω(1)
Tu(0)

sınır şartı tarafından doğurulur. Ustelik T : H → H daralma operatörü L̃ genişlemesi tarafın‐
dan tek türlü ifade edilir. Yani L̃ = LT ve bu iddianın tersi de doğrudur.
BöyleceL2

ω(H, (0, 1)) uzayındaL0 operatörününLT maksimal disipatif genişlemelerinin spekt‐
rum yapısı incelenebilir.
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Teorem 4 : L2
ω(H, (0, 1)) ağırlıklı Hilbert uzayında L0 minimal operatörün LT disipatif genişle‐

mesinin spektrumu

λ ∈ σ

√ω(0)

ω(1)
Texp

 1∫
0

B(s)ds


olmak üzere

σ(LT ) = {µ ∈ C : µ = ln|λ|+ iarg(λ) + 2mπi, m ∈ N ∪ {0}}

şeklindedir.

İspat : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında LT operatörünün spektrum problemine bakılsın. Yani

LT (u) = µu+ f, µ ∈ C, µi = Imµ ≥ 0, f ∈ L2
ω.

Buradan t ∈ [0, 1] için
u′(t) +B(t)u(t) = µu(t) + f(t)

diferansiyel operatör ifadesinin çözümü incelenirse,

u(t;µ) = exp

−

 t∫
0

B(s)ds− µt

 fµ +

t∫
0

exp

−
t∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds, fµ ∈ H

elde edilir. Şimdi verilen problemdeki sınır şartları u(1) ve u(0) çözümde yerine yazılırsa,

exp

−

 1∫
0

B(s)ds− µ

 fµ +

1∫
0

exp

−
1∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds =

√
ω(0)

ω(1)
Tfµ

ve buradanexp
−

 1∫
0

B(s)ds− µ

−

√
ω(0)

ω(1)
T

 fµ = −
1∫

0

exp

−
1∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds

elde edilir. Buradan µ ∈ σ(LT ) olması için gerekli ve yeter şartın

exp

−

 1∫
0

B(s)ds− µ

 =

√
ω(0)

ω(1)
T

λ = eµ =

√
ω(0)

ω(1)
Texp

1∫
0

B(s)ds

λ = eµ ∈ σ

√ω(0)

ω(1)
Texp


1∫

0

B(s)ds
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olduğu bulunur. Böylece

µ = ln|λ|+ iarg(λ) + 2mπi, m ∈ N ∪ {0}

olup

λ ∈ σ

√ω(0)

ω(1)
Texp


1∫

0

B(s)ds




olduğu elde edilmiş olur.

2.2. (A‐1) Durumunda Akretif Genişlemelerinin Gösterimi ve Spektrumu

Bu çalışmanın ikinci bölümünde ω : [0, 1] −→ (0,∞), ω ∈ C1[0, 1] olmak üzere L2
ω(H, (0, 1))

ağırlıklı Hilbert uzayında, operatör katsayılı

l(u) = iu
′
(t) +B(t)u(t) (4)

diferansiyel‐operatör ifadesi ele alınacaktır.
Burada t ∈ [0, 1] olmak üzereB(t) lineer sınırlı selfadjoint bir operatördür. AyrıcaB : [0, 1] −→
H düzgün operatör topolojisinde süreklidir.
Ilk önce ele alınan l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 3 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi

l+(u2) =
i

ω(t)
(ωu2)

′
(t) +B(t)u2(t)

şeklindedir.

İspat : u1, u2 ∈ C1[0, 1] alınsın. Buradan

(l(u1), u2)L2
ω

= (iu
′
1 +Bu1, u2)L2

ω

= (iu
′
1, u2)L2

ω
+ (Bu1, u2)L2

ω

=

∫ 1

0
(iu

′
1(t), u2(t))Hω(t)dt+ (u1, B

∗u2)L2
ω

=

∫ 1

0
(u

′
1(t), (−iωu2)(t))Hdt+ (u1, B

∗u2)L2
ω

= (u1(1),−iω(1)u2(1))H − (u1(0),−iω(0)u2(0))H

−
∫ 1

0
(u1(t),−i(ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω

=

∫ 1

0
(u1(t), i(ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω
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=

∫ 1

0
(u1(t),

i

ω(t)
(ωu2)

′
(t))Hω(t)dt+ (u1, Bu2)L2

ω

= (u1,
i

ω
(ωu2)

′
+Bu2)L2

ω

= (u1, l
+(u2))L2

ω

elde edilir. Böylece L2
ω(H, (0, 1)) uzayında l(·) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

l+(u2(t)) =
i

ω(t)
(ωu2)

′
(t) +B(t)u2(t) (5)

olarak bulunur.
L2
ω(H, (0, 1)) uzayında (4) ((5)) diferansiyel ifadeleri tarafından doğurulanminimal operatörL0

(L+
0 ) ve maksimal operatör de L (L+) şeklinde tanımlanır. L0 ⊂ L ve L+

0 ⊂ L+ olduğu açıktır.
Buradan l(·) diferansiyel ifadesinin reel ve karmaşık kısımları bulunabilir. l(·) ve l+(·) ifadeleri
yerine yazılarak,

lr(u) =
l(u) + l+(u)

2

=
ω(t)iu

′
(t) + ω(t)B(t)u(t) + i(uω)

′
(t) +B(t)v(t)ω(t)

2

=
iω(t)u

′
(t) + i(ωu)

′
(t)

2ω(t)
+B(t)u(t)ω(t)

=
iω(t)u

′
(t) + iu

′
(t)ω(t) + iω

′
(t)u(t)

2
+B(t)u(t)ω(t)

=
2iu

′
(t)ω(t) + iu(t)ω

′
(t)

2
+B(t)u(t)ω(t)

= iu
′
(t) +

i

2

ω
′
(t)

ω(t)
u(t) +B(t)u(t),

li(u) =
l(u)− l+(u)

2i

=

iu
′
(t) +B(t)u(t)− i

ω(t)
(ωu)

′
(t)−B(t)u(t)

2i

=
iω(t)u

′
(t)− iω

′
(t)u(t)− iω(t)u

′
(t)

2ω(t)i

= −ω
′
(t)u(t)

2ω(t)

şeklinde l(·) diferansiyel ifadesinin reel ve karmaşık kısımları elde edilir.
L2
ω uzayında, L0 operatörün tüm maksimal akretif genişlemelerinin genel formu verilecektir.

L0 minimal operatörün tüm maksimal akretif genişlemelerini tanımlamak için lr( . ) diferansi‐
yel ifadesi tarafından doğurulan Lr0 minimal operatörün tüm maksimal akretif genişlemelerini
tanımlamak yeterlidir.
Ilk önce, bu bölümün temel sonucu için ihtiyaç duyulacak olan Lr0 minimal operatörün defekt
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sayıları bulunsun.

Teorem 5 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında Lr0 minimal operatörünün defekt sayıları

(n+(Lr0), n−(Lr0)) = (dimH, dimH)

şeklindedir.

İspat : Hesaplamalarda kolaylık olması içinB = 0 alalım. O zaman t ∈ (0, 1) için

iu′±(t) +
i

2

ω′(t)

ω(t)
u±(t)± iu±(t) = 0

diferansiyel denklemlerin genel çözümleri araştırılsın. Ilk olarak t ∈ (0, 1) için

iu′+(t) +
i

2

ω′(t)

ω(t)
u+(t) + iu+(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü yapılsın. Verilen diferansiyel denklem

u
′
+(t) +

ω
′
(t)

2ω(t)
ut(t) + u+(t) = 0

yani
u

′
+(t) + u+(t)(

ω
′
(t)

2ω(t)
+ 1) = 0

şeklinde olup, çözümü t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u+(t) = exp

{
−
∫ t

0
(1 +

ω
′
(s)

2ω(s)
)ds

}
f

elde edilir. Diğer taraftan t ∈ (0, 1) için

iu′−(t) +
i

2

ω′(t)

ω(t)
u−(t)− iu−(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü için, gerekli düzenleme yapılırsa

u
′
−(t) +

ω
′
(t)

2ω(t)
u−(t)− u−(t) = 0

yani
u

′
−(t) + u−(t)(

ω
′
(t)

2ω(t)
− 1) = 0.

Son eşitlikten istenilen çözüm t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u−(t) = exp

{∫ t

0
(1− ω

′
(s)

2ω(s)
)ds

}
f
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olarak bulunur. Böylece t ∈ (0, 1) ve f ∈ H için

u±(t) = exp

∓
t∫

0

(
1± ω

′
(s)

2ω(s)

)
ds

 f

elde edilir.
Bulunan çözümlerden

∥u+(t)∥2L2
ω

=

1∫
0

ω(t)∥u+(t)∥2Hdt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp
−

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 f

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

≤
1∫

0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp
−

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds


∥∥∥∥∥∥
2

H

dt∥f∥2H

≤
1∫

0

ω(t)exp

−2

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 dt∥f∥2H

=

1∫
0

ω(0)e−2tdt∥f∥2H =
ω(0)

2
(1− e−2)∥f∥2H <∞

elde edilir. Böylelikle
n+(Lr0) = dimker(Lr + iI) = dimH

olduğu görülür. Benzer şekilde

n−(Lr0) = dimker(Lr − iI) = dimH

olduğu da gösterilebilir. Bu ise ispatı tamamlar.
Son teorem gösterir ki, minimal operatör bir maksimal akretif genişlemeye sahiptir (Gorbac‐
huk,1991). Şimdi tüm maksimal akretif genişlemelerini tanımlamak için sınır değerler uzayını
yapılandırmak gerekir.

Lemma 4 : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında Lr0 minimal operatörü ve γ1 ve γ2 fonksiyonları

γ1 : D(Lr) → H, γ1(u) = − 1

i
√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)
,

γ2 : D(Lr) → H, γ2(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)
, u ∈ D(Lr)

formunda olmak üzere, (H, γ1, γ2) üçlüsü bir sınır değerleri uzayıdır.
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İspat : u, v ∈ D(Lr) alınsın. Buradan

(Lru, v)L2
ω
− (u, Lrv)L2

ω

=

(
iu′ +

i

2

ω′

ω
u+Bu, v

)
L2
ω

−
(
u, iv′ +

i

2

ω′

ω
v +Bv

)
L2
ω

= (iu′, v)L2
ω
+ (

i

2

ω′

ω
, v)L2

ω
+ (Bu, v)

−(u, iv′)L2
ω
− (u,

i

2

ω′

ω
, v)L2

ω
− (u,Bv)L2

ω

= i

[
(u′, v)L2

ω
+ (u, v′)L2

ω
+

(
ω′

ω
u, v

)
L2
ω

]

= i

 1∫
0

(u′(t), v(t))Hω(t)dt+

1∫
0

(u(t), v′(t))Hω(t)dt+

1∫
0

(u(t), v(t)ω′(t))Hdt


= i

 1∫
0

(u′(t), v(t)ω(t))Hdt+

1∫
0

(u(t), (v(t)ω(t))′)Hdt


= i

1∫
0

(
√
ω(t)u(t),

√
ω(t)v(t))′Hdt

= (γ1(u), γ2(v))H − (γ2(u), γ1(v))

elde edilir. Şimdi f1, f2 ∈ H için

γ1(u) = − 1

i
√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)
= f1,

γ2(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)
= f2

denklemlerinden

u(1) =
(f2 − if1)√

2ω(1)
ve u(0) = (f2 + if1)√

2ω(0)

eşitliklerini sağlayan u ∈ D(Lr) fonksiyonunun varlığı araştırılsın.
Eğer u( . ) fonksiyonu t ∈ [0, 1] için

u(t) =
1√
2ω(1)

(f2 − if1)t+
1√
2ω(0)

(f2 + if1)(1− t)

şeklinde seçilirse, u ∈ D(Lr) ve γ1(u) = f1, γ2(u) = f2 olduğu bulunur. Böylece ispat tamam‐
lanır.
Calkin‐Gorbachuk metodu kullanılarak elde edilen aşağıdaki teorem verilsin.
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Teorem 6 : Eğer L̃r , Lr0 minimal operatörün L2
ω(H, (0, 1)) uzayındaki maksimal akretif geniş‐

lemesi ise, bu genişleme lr( . ) ifadesi veK : H → H daralma operatörü olmak üzere,

u(0) =

√
ω(1)

ω(0)
Ku(1)

sınır şartı tarafından üretilir. UstelikK : H → H daralma operatörü L̃r genişlemesi tarafından
tek türlü olarak ifade edilir. Yani L̃r = LrK . Ayrıca bu önermenin tersi de doğrudur.
İspat :Lr0 operatörünün her L̃r maksimal akretif genişlemesi lr( . ) diferansiyel operatör ifadesi
ve T : H → H bir daralma operatörü olmak üzere

(T − I)γ1(u) + i(T + I)γ2(u) = 0

sınır şartı tarafından doğurulur. Buradan, u ∈ D(L̃r) için

(T − I)

(
− 1

i
√
2

)
(
√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)) + i(T + I)

1√
2
(
√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)) = 0,

yani

(T − I)

(
−
√
ω(1)u(1)

i
√
2

+

√
ω(0)u(0)

i
√
2

)
+ (T + I)

(
−
√
ω(1)u(1)

i
√
2

−
√
ω(0)u(0)

i
√
2

)
= 0

elde edilir. Buradan

−
2
√
ω(1)u(1)

i
√
2

T =
2
√
ω(0)u(0)

i
√
2

ve
√
ω(0)u(0) = −T

√
ω(1)u(1),

olupK = −T olmak üzere

u(0) =

√
ω(1)

ω(0)
Ku(1)

sonucuna ulaşılır.
Teorem 6 ve bilinen bir sonuçtan aşağıdaki teorem elde edilir.

Teorem7 : L̃,L0minimal operatörünmaksimal akretif genişlemesi ise, bu genişleme l( . ) ifadesi
veK : H → H daralma operatörü için

u(0) =

√
ω(1)

ω(0)
Ku(1)

sınır şartı tarafından doğurulur. UstelikK : H → H daralma operatörü L̃ tarafından tek türlü
ifade edilir. Yani L̃ = LK ve bu önermenin tersi de doğrudur.
Böylece L2

ω(H, (0, 1)) uzayında L0 operatörünün LK maksimal akretif genişlemelerinin spekt‐
rum yapısı incelenebilir. Şimdi bu spektrum yapıya ait sonuç verilsin.
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Teorem 8 : L2
ω(H, (0, 1)) ağırlıklı Hilbert uzayında L0 minimal operatörün LK akretif geniş‐

lemesinin spektrumu

λ ∈ σ

√ω(1)

ω(0)
Kexp

i 1∫
0

B(s)ds


olmak üzere

σ(LK) =
{
µ ∈ C : µ = arg(λ) + 2mπ + iln|λ|−1, m ∈ N ∪ {0}

}
şeklindedir.

İspat : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında LK operatörünün spektrum problemi f ∈ L2

ω olmak üzere

LK(u) = µu+ f, µ ∈ C, µr = Reµ ≥ 0

ele alınsın. Buradan t ∈ [0, 1] için

iu′(t) +B(t)u(t) = µu(t) + f(t)

diferansiyel operatör ifadesi elde edilir. Buradan çözüm fµ ∈ H için

u(t;µ) = exp

i
 t∫

0

B(s)ds− µt

 fµ − i

t∫
0

exp

i
t∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds

olarak bulunur. Şimdi verilen problemdeki u(1) ve u(0) sınır şartları çözümde yerine yazılırsa,

fµ = exp


 1∫

0

B(s)ds− µ

 fµ − i

1∫
0

exp

i
1∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds

√
ω(1)

ω(0)
K

ve buradan √ω(1)

ω(0)
Kexp


i 1∫

0

B(s)ds− µ

− I

 fµ

= i

√
ω(1)

ω(0)
K

1∫
0

exp

i
1∫

s

(B(τ)− µI)dτ

 f(s)ds

elde edilir. Buradan µ ∈ σ(LK) olması için gerekli ve yeter şartın√ω(1)

ω(0)
Kexp


i 1∫

0

B(s)ds− µ

− I

 fµ = 0

yani,

λ = eiµ ∈ σ

√ω(1)

ω(0)
Kexp

i
1∫

0

B(s)ds
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olduğu bulunur. Böylece

µ = arg(λ) + 2mπ + iln|λ|−1, m ∈ N ∪ {0}

olup

λ ∈ σ

√ω(1)

ω(0)
Kexp

i
1∫

0

B(s)ds




olduğu elde edilmiş olur. Bu ise ispatı tamamlar.

2.3. (D‐2) Durumunda Disipatif Genişlemelerinin Gösterimi ve Spektrumu

Bu çalışmanın üçüncü bölümünde ω : [0, 1] −→ (0,∞), ω ∈ C1[0, 1] olmak üzere L2
ω(0, 1)

uzayında,
l(u) = iu

′
+
i

2

ω′

ω
u+ bu (6)

formundaki diferansiyel‐operatör ifadesi ele alınacaktır.
Burada b ∈ [0, 1], b ≥ 0 olarak alınacaktır.
Ilk önce ele alınan l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 5 : L2
ω(0, 1) uzayında l(· ) diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi

l+(u2) = iu
′
2 +

i

2

ω′

ω
u2 + bu2

şeklindedir.

İspat : u1, u2 ∈ C1[0, 1] alınsın. Buradan

(l(u1), u2)L2
ω(0,1)

= (iu
′
1 +

i

2

ω′

ω
u1 + bu1, u2)L2

ω(0,1)

= (iu
′
1, u2)L2

ω(0,1)
+ (

i

2

ω′

ω
u1, u2)L2

ω(0,1)
+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

= i

1∫
0

u
′
1(t)u2(t)ω(t)dt+

i

2

1∫
0

ω′(t)

ω(t)
u1(t)u2(t)ω(t)dt+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

= i
[
(u1(1), u2(1)ω(1)− (u1(0, u2(0)ω(0))))

]
− i

1∫
0

u1(t)(u2(t)ω(t))
′
dt

+
i

2

1∫
0

ω
′
(t)u1(t)u2(t)dt+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

= −i
1∫

0

u1(t)(u
′
2(t)ω(t) + u2(t)ω

′
(t))dt
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+
i

2

1∫
0

u1(t)u2(t)ω
′
(t)dt+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

= −i
1∫

0

u1(t)u
′
2(t)ω(t)dt−

i

2

1∫
0

u1(t)u2(t)ω
′
(t)dt+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

=

1∫
0

u1(t)(iu
′
2(t))ω(t)dt+

1

2

1∫
0

u1(t)(iu2(t))
ω′(t)

ω(t)
ω(t)dt+ (bu1, u2)L2

ω(0,1)

=

1∫
0

(u1(t), iu
′
2(t) +

i

2

ω′

ω
(t) + bu2(t))ω(t)dt

= (u1, iu
′
2 +

i

2

ω′

ω
u2 + bu2)L2

ω(0,1)

= (u1, l
+(u2))L2

ω(0,1)

elde edilir. Buradan L2
ω(0, 1) uzayında l(· ) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

l+(u2) = iu
′
2 +

i

2

ω
′

ω
u2 + bu2

olarak bulunur. Böylece L2
ω(0, 1) uzayında l(· ) diferansiyel ifadesi formal simetriktir. (6) dife‐

ransiyel ifadesi tarafından doğurulan minimal operatör L0 ve maksimal operatör L şeklinde ta‐
nımlanır. Buradan L0 ⊂ L, L = (L∗

0) olduğu açıktır.
Ilk olarak L0 minimal operatörün defekt sayıları bulunsun.

Teorem 9 : L2
ω(0, 1) uzayında L0 minimal operatörünün defekt sayıları

(n+(L0), n−(L0)) = (1, 1)

şeklindedir.

İspat : Hesaplamalarda kolaylık olması için b = 0 alalım. O zaman t ∈ (0, 1) için

iu
′
±(t) +

i

2

ω′(t)

ω(t)
u(t)± ± iu±(t) = 0

diferansiyel denklemlerin genel çözümleri araştırılsın. Ilk olarak t ∈ (0, 1) için

iu
′
+(t) +

i

2

ω′(t)

ω(t)
u(t)+ + iu+(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü yapılsın. Verilen diferansiyel denklem

u
′
+(t) +

ω′(t)

2ω(t)
u(t)+ + u+(t) = 0

yani
u

′
+(t) + (

ω′(t)

2ω(t)
+ 1)u+(t) = 0
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şeklinde olup, çözümü t ∈ (0, 1) için

u+(t) = exp


t∫

0

(− ω′(s)

2ω(s)
− 1)ds

 c, c ∈ C

elde edilir. Diğer taraftan t ∈ (0, 1) için

iu′−(t) +
i

2

ω′(t)

ω(t)
u−(t)− iu−(t) = 0

diferansiyel denkleminin çözümü bulunabilir. Bu diferansiyel denklem düzenlenirse

u
′
−(t) +

ω
′
(t)

2ω(t)
u−(t)− u−(t) = 0

yani
u

′
−(t) + u−(t)(

ω
′
(t)

2ω(t)
− 1) = 0

dır. Son eşitlikten çözüm

u−(t) = exp

{∫ t

0
(1− ω

′
(s)

2ω(s)
)ds

}
c, c ∈ C, 0 < t < 1

olarak bulunur. Buradan

u±(t) = exp

∓
t∫

0

(
1± ω

′
(s)

2ω(s)

)
ds

 c, c ∈ C, 0 < t < 1

elde edilir.
Bulunan çözümlerden

∥u+(t)∥2L2
ω(H,(0,1)) =

1∫
0

ω(t)∥u+(t)∥2Hdt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp
−

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 c

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp
−

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds


∥∥∥∥∥∥
2

H

dt | c |2

=

1∫
0

ω(t)exp

−2

t∫
0

(
1 +

ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 dt | c |2

=

1∫
0

ω(0)e−2tdt | c |2= ω(0)

2
(1− e−2) | c |2<∞
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ve

∥u−(t)∥2L2
ω(H,(0,1)) =

1∫
0

ω(t)∥u−(t)∥2Hdt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp


t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 c

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

=

1∫
0

ω(t)

∥∥∥∥∥∥exp


t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds


∥∥∥∥∥∥
2

H

dt | c |2

=

1∫
0

ω(t)exp

2

t∫
0

(
1− ω′(s)

2ω(s)

)
ds

 dt | c |2

=

1∫
0

ω(0)e2tdt | c |2= ω(0)

2
(e2 − 1) | c |2<∞

elde edilir.
Buradan u±(t) ∈ L2

ω(0, 1) elde edilir. Dolayısıyla n+(L0) = dimker(L + iI) = 1 ve n−(L0) =

dimker(L− iI) = 1 olduğu görülür.
Böyleceminimal operatör bir maksimal disipatif genişlemeye sahiptir (Gorbachuk,1991). Şimdi
tüm maksimal disipatif genişlemeleri tanımlamak için sınır değerler uzayını yapılandırmak ge‐
rekir.

Lemma 6 : L2
ω(0, 1) uzayında L0 minimal operatörü ve u ∈ D(L) için γ1 ve γ2 fonksiyonla‐

rı

γ1 : D(L) → C, γ1(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)
,

γ2 : D(L) → C, γ2(u) =
1

i
√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)

formunda olmak üzere, (C, γ1, γ2) üçlüsü bir sınır değerleri uzayıdır.

İspat : u, v ∈ D(L) için,

(Liu, v)L2
ω(H,(0,1)) − (u, Liv)L2

ω(H,(0,1))

=

(
iu′ +

i

2

ω′

ω
u+ bu, v

)
L2
ω(0,1)

−
(
u, iv′ +

i

2

ω′

ω
v + bv

)
L2
ω(0,1)

= i

 1∫
0

u′(t)v(t)ω(t)dt+

1∫
0

u(t)(v(t)ω(t))′dt
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= i

1∫
0

(u(t), ω(t)v(t))
′
dt

= i

1∫
0

(
√
ω(t)u(t),

√
ω(t)v(t))

′
dt

= i
[
(
√
ω(1)u(1),

√
ω(1)v(1))− (

√
ω(0)u(0),

√
ω(0)v(0))

]
= (γ1(u), γ2(v))− (γ2(u), γ1(v))

elde edilir. Şimdi c1, c2 ∈ C için

γ1(u) =
1√
2

(√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)

)
= c1,

γ2(u) =
1

i
√
2

(√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)

)
= c2,

yani buradan

u(1) =
(c1 + ic2)√

2ω(1)
ve u(0) = (ic2 − c1)√

2ω(0)

eşitliğini sağlayan u ∈ D(L) fonksiyonunun varlığı araştırılsın.
Eğer u( . ) fonksiyonu, t ∈ [0, 1] için

u(t) =
1√
2ω(1)

(c1 + ic2)t+
1√
2ω(0)

(ic2 − c1)(1− t)

şeklinde seçilirse, u ∈ D(L) ve γ1(u) = c1, γ2(u) = c2 olduğu bulunur.
Calkin‐Gorbachuk metodu yardımıyla aşağıdaki teorem verilsin.

Teorem 10 : Eğer L̃, L0 minimal operatörün L2
ω(0, 1) uzayındaki maksimal disipatif genişle‐

mesi ise, bu genişleme l( . ) diferansiyel operatör ifadesi ve T : C → C ve | T |≤ 1 bir daralma
operatörü olmak üzere,

u(0) =

√
ω(1)

ω(0)
Tu(1)

sınır şartı tarafından doğrulur. Ustelik T : C → C daralma operatörü L̃ tarafından tek türlü
ifade edilir. Yani L̃ = LT ve bu önermenin tersi de doğrudur.

İspat : L0 operatörünün her L̃maksimal disipatif genişlemesi l( . ) diferansiyel operatör ifadesi
veK : C → C ve | K |≤ 1 olmak üzere

(K − I)γ1(u) + i(K + I)γ2(u) = 0

sınır şartı tarafından üretilir. Buradan, u ∈ D(L̃) için

(K − I)

(
1√
2

)
(
√
ω(1)u(1)−

√
ω(0)u(0)) + i(K + I)

1

i
√
2
(
√
ω(1)u(1) +

√
ω(0)u(0)) = 0,
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yani

(K − I)

(√
ω(1)u(1)√

2
−
√
ω(0)u(0)√

2

)
+ (K + I)

(√
ω(1)u(1)√

2
+

√
ω(0)u(0)√

2

)
= 0

olup buradan gerekli sadeleştirmeler yapıldığında,

√
ω(0)u(0) = −K

√
ω(1)u(1)

elde edilir. Eğer T = −K seçilirse

u(0) =

√
ω(1)

ω(0)
Tu(1)

sonucuna ulaşılır. Artık ele alınan disipatif genişlemenin spektrum yapısı incelenebilir.

Teorem 11 : L2
ω(0, 1) uzayında L0 minimal operatörün LT disipatif genişlemesinin spektrumu

σ(LT ) =

µ ∈ C : µ =

1∫
0

a(s)ds+ argT + 2nπ + iln| 1
T
|, n ∈ Z


şeklindedir.

İspat : L2
ω(H, (0, 1)) uzayında LT operatörünün spektrum problemi f ∈ L2

ω(0, 1) olmak üze‐
re

LT (u) = µu+ f, µ ∈ C, µi = Imµ ≥ 0.

Buradan t ∈ [0, 1] için

iu′(t) +
i

2

ω
′

ω
u(t) + b(t)u(t) = µu(t) + f(t)

diferansiyel operatör ifadesinin çözümü

u(t;µ) =

√
ω(0)

ω(t)
e−iµte

i
t∫
0

b(s)ds
cλ − i

t∫
0

√
ω(s)

ω(t)
e−iµ(t−s)e

i
t∫
s
b(τ)dτ

f(s)ds, cµ ∈ C

olarak bulunur. Şimdi verilen problemdeki u(1) ve u(0) sınır şartları çözümde yerine yazılırsa,

√
ω(0)cµ = T

√
ω(1)

√ω(0)

ω(1)
e−iµe

i
1∫
0

b(s)ds
cµ − i

1∫
0

√
ω(s)

ω(1)
e−iµ(1−s)e

i
1∫
s
b(τ)dτ

f(s)ds


gerekli sadeleştirmeler sonucundaeiµ − Te

i
1∫
0

b(s)ds

 cµ = − i√
ω(0)

T

1∫
0

√
ω(s)e−iµ(1−s)e

i
1∫
s
b(τ)dτ

f(s)ds
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elde edilir. Buradan µ ∈ σ(LT ) olması için gerekli ve yeter şartın

eiµ − Texp

i 1∫
0

b(s)ds

 = 0

yani,

iµ = ln|T |+ iarg

Tei 1∫
0

b(s)ds

+ 2nπi, n ∈ Z

olup buradan

µ = arg

Tei 1∫
0

b(s)ds

+ 2nπ − iln|T | = argT +

1∫
0

b(s)ds+ 2nπ − iln|T |

olduğu bulunur. Böylece

µ =

1∫
0

b(s)ds+ argT + 2nπ + iln| 1
T
| , n ∈ Z

olduğu elde edilmiş olur.

2.4.(A‐2) Durumunda Akretif Genişlemelerinin Gösterimi ve Spektrumu

Bu çalışmanın dördüncü bölümünde a ∈ R, ω : (a,∞) −→ (0,∞), ω ∈ C(a,∞) ve a−1 ∈
L1(a,∞) olmak üzere L2

ω(H, (a,∞)) uzayında, operatör katsayılı

l(u) = (ωu)
′
(t) +B(t)u(t) (7)

formundaki birinci mertebeden quasi‐diferansiyel operatör ifadesi ele alınacaktır.
BuradaB ≥ 0 veB : H −→ H selfadjoint bir operatördür.
Ilk önce ele alınan l(· ) quasi‐diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 7 : L2
ω(H, (a,∞)) uzayında l(· ) quasi‐diferansiyel operatör ifadesinin formal adjoint

ifadesi
l+(u2) = −(ωu2)

′
(t) +B(t)u2(t)

şeklindedir.

İspat : u1, u2 ∈ C(a,∞) alınsın. Buradan

(l(u1), u2)L2
ω(H,(a,∞)) = ((ωu1)

′
+Bu1, u2)L2

ω(H,(a,∞))

= ((ωu1)
′
, u2)L2

ω(H,(a,∞)) + (Bu1, u2)L2
ω(H,(a,∞))
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=

∫ ∞

a
((ωu1)

′
(t), u2(t))Hω(t)dt+ (u1, B

∗u2)L2
ω(H,(a,∞))

=

∫ ∞

a
((ωu1)

′
(t), ωu2(t))Hdt+ (u1, B

∗u2)L2
ω(H,(a,∞))

= −
∫ ∞

a
((ωu1)(t), (ωu2)

′
(t))Hdt+ (u1, Bu2)L2

ω(H,(a,∞))

= −
∫ ∞

a
(ω(t)u1(t)

(ωu2)
′(t)

ω(t)
)Hω(t)dt+ (u1, Bu2)L2

ω(H,(a,∞))

= −
∫ ∞

a
(u1(t)(ωu2)

′(t))Hω(t)dt+ (u1, Bu2)L2
ω(H,(a,∞))

= (u1(t),−(ωu2)
′
(t))L2

ω(H,(a,∞)) + (u1(t), B(t)u2(t))L2
ω(H,(a,∞))

= (u1(t),−(ωu2)
′
(t) +B(t)u2(t))L2

ω(H,(a,∞))

= (u1, l
+(u2))L2

ω(H,(a,∞))

elde edilir. Böylece L2
ω(H, (a,∞)) uzayında l(·) quasi‐diferansiyel ifadesinin formal adjointi

l+(u2(t)) = −(ωu2)
′
(t) +B(t)u2(t) (8)

olarak bulunur.
L2
ω(H, (a,∞)) uzayında (7) ((8)) diferansiyel ifadesi tarafından doğurulanminimal operatörL0

(L+
0 ) vemaksimal operatör deL (L+) şeklinde tanımlanır. BuradanL0 ⊂ L veL+

0 ⊂ L+ ifadeleri
doğrudur.
L̃,L2

ω(H, (a,∞)) uzayındaL0 operatörünün birmaksimal akretif genişlemesi ise veM0 minimal
operatörüne karşılık gelen genişlemesi M̃ tarafından üretilen quasi‐diferansiyel ifade

m(u) = i(ωu)
′

şeklindedir.
Buradan,

L̃u = (ωu)
′
(t) +Bu(t)

= i(−i(ωu)′(t)) +Bu(t)

= i(−M̃)(t) +Bu(t)

= i(−(ReM̃ + iImM̃))u(t) +Bu(t)

= −i(ReM̃)u(t) + (ImM̃)u(t) +Bu(t)

= (ImM̃ +B)u(t)− i(ReM̃)u(t)

Dolayısıyla,

(ReL̃) = (ImM̃) +B

= Im(M̃ +B)
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olduğu açıktır.
Buradan L2

ω(H, (a,∞)) uzayındaki L0 minimal operatörünün tüm maksimal akretif genişleme‐
lerini tanımlamak için,

s(u) = i(ωu)
′
+Bu

quasi‐diferansiyel ifade tarafından oluşturulan S0 minimal operatörünün tüm maksimal geniş‐
lemelerini tanımlamak yeterlidir.
S0 minimal operatörünün L2

ω(H, (a,∞)) uzayında tüm maksimal disipatif genişlemelerini bul‐
mak için Calkin‐Gorbachukmetodukullanılsın. Ana sonuç için ihtiyaç duyulacak olanS0minimal
operatörünün defekt sayıları bulunsun.

Teorem 12 : L2
ω(a,∞) uzayında S0 minimal operatörünün defekt sayıları

(n+(S0), n−(S0)) = (dimH, dimH)

şeklindedir.

İspat : Hesaplamalarda kolaylık olması içinB = 0 alalım. O zaman t > ω için

i(ωu±)
′
(t)± iu±(t) = 0

diferansiyel denklemin çözümleri araştırılsın. Ilk olarak t > ω için

i(ωu+)
′
(t) + iu+(t) = 0, t > ω

diferansiyel denkleminin çözümü yapılsın. Verilen diferansiyel denklem gerekli işlemler altında

(ωu+)
′
(t) + u+(t) = 0

(ωu+)
′
(t) = −u+(t)∫

d

(
ωu+(t)

u+(t)

)
= −

∫
dt

ω|Inu+(t)| = −
∫
dt+ f

Inu+(t) =
1

ω
(−
∫
dt+ f)

u+(t) = e−
1
ω

∫
dt 1

ω
f

şeklinde olup, çözümü

u+(t) =
1

ω(t)
exp(−

t∫
a

ds

ω(s)
)f

elde edilir. Diğer taraftan t > ω için

(ωu−)
′
(t)− u−(t) = 0
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diferansiyel denkleminin çözümü yapılsın. Gerekli işlemler altında

(ωu−)
′
(t)− u−(t) = 0

(ωu−)
′
(t) = u−(t)∫

d

(
ωu−(t)

u−(t)

)
=

∫
dt

ω|Inu−(t)| =
∫
dt+ f

Inu−(t) =
1

ω
(

∫
dt+ f)

u−(t) = e
1
ω

∫
dt 1

ω
f

şeklinde olup, çözümü

u−(t) =
1

ω(t)
exp(

t∫
a

ds

ω(s)
)f

olarak bulunur. Buradan

u±(t) =
1

ω(t)
exp(∓

t∫
a

ds

ω(s)
)f

elde edilir.
Bulunan çözümlerden,

∥u+(t)∥2L2
ω(H,(a,∞)) =

∞∫
a

ω(t)∥u+(t)∥2Hdt

=

∞∫
a

∥∥∥∥∥∥ 1

ω(t)
exp

−
t∫

a

(
d(s)

ω(s)

)
ds

 f

∥∥∥∥∥∥
2

H

ω(t)dt

=

∞∫
a

<
1

ω(t)
exp

−
t∫

a

(
d(s)

ω(s)

) f,
1

ω(t)
exp

−
t∫

a

(
d(s)

ω(s)

) f > ω(t)dt

=

∞∫
a

1

ω(t)
exp

−2

t∫
a

ds

ω(s)

 dt∥f∥2H

=

a∫
∞

exp

−2

t∫
a

ds

ω(s)

 d

 t∫
a

ds

ω(s)

 ∥f∥2H

=

exp(−2
∞∫
a

ds
ω(s))

−2
− 1

2

 ∥f∥2H

=
1

2

1− exp(−2

∞∫
a

ds

ωs
)

 ∥f∥2H <∞
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Dolayısıyla
n+(S0) = dimker(S + iI) = dimH

elde edilir.
Diğer taraftan f ∈ H için

∥u−(t)∥2L2
ω(H,(a,∞)) =

∞∫
a

ω(t)∥u−(t)∥2Hdt

=

∞∫
a

∥∥∥∥∥∥ 1

ω(t)
exp


t∫

a

(
d(s)

ω(s)

)
ds

 f

∥∥∥∥∥∥
2

H

ω(t)dt

=

∞∫
a

<
1

ω(t)
exp


t∫

a

(
d(s)

ω(s)

) f,
1

ω(t)
exp


t∫

a

(
d(s)

ω(s)

) f > ω(t)dt

=

∞∫
a

1

ω(t)
exp

2

t∫
a

ds

ω(s)

 dt∥f∥2H

=

a∫
∞

exp

2

t∫
a

ds

ω(s)

 d

 t∫
a

ds

ω(s)

 ∥f∥2H

=

exp(2
∞∫
a

ds
ω(s))

2
− 1

2

 ∥f∥2H

=
1

2

exp(2 ∞∫
a

ds

ωs
− 1)

 ∥f∥2H <∞

olup buradan
n−(S0) = dimker(S − iI) = dimH

olduğu gösterilir. Böylece teorem ispat edilmiş olur.
Son teorem gösterir ki, minimal operatör bir maksimal disipatif genişlemeye sahiptir (Gorbac‐
huk,1991). Şimdi tümmaksimal disipatif genişlemelerini tanımlamak için sınır değer uzaylarını
yapılandırmak gerekir.

Lemma 8 : L2
ω(H, (a,∞)) uzayında S0 minimal operatörü ve u ∈ D(S) için γ1 ve γ2 fonksi‐

yonları

γ1 : D(S) → H, γ1(u) =
1√
2
((ωu)(∞)− (ωu)(a)) ,

γ2 : D(S) → H, γ2(u) =
1

i
√
2
((ωu)(∞) + (ωu)(a)) , u ∈ D(S)

formunda olmak üzere (H, γ1, γ2) üçlüsü bir sınır değerleri uzayıdır.
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İspat : Key i iki u, v ∈ D(S) alınsın. Buradan

(Su, v)L2
ω(H,(a,∞)) − (u, Sv)L2

ω(H,(a,∞))

=
(
i(ωu)

′
+Bu, v

)
L2
ω(H,(a,∞))

−
(
u, i(ωv)

′
+Bv

)
L2
ω(H,(a,∞))

= (i(ωu)′, v)L2
ω(H,(a,∞)) + (Bu, v)− (u, i(ωv)′)L2

ω(H,(a,∞)) − (u,Bv)L2
ω(H,(a,∞))

=
[
(i(ωu)′, v)L2

ω(H,(a,∞)) −
(
u, i(ωv)′

)
L2
ω(H,(a,∞))

]
=

∞∫
a

(i(ωu)′(t), v(t))Hω(t)dt−
∞∫
a

(u(t), i(ωv)′(t))Hω(t)dt

=

∞∫
a

(i(ωu)′(t), v(t)ω(t))Hdt−
∞∫
a

((ω(t)u(t), i(v(t)ω(t))′)Hdt

= i

 ∞∫
a

((ωu)′(t), v(t)ω(t))Hdt+

∞∫
a

((ω(t)u(t), (v(t)ω(t))′)Hdt)


= i

∞∫
a

((ω(t)u(t), ω(t)v(t))′Hdt

= i[((ωu)(∞), (ωv)(∞))H − ((ωu)(a), (ωv)(a))H ]

= (γ1(u), γ2(v))H − (γ2(u), γ1(v))

elde edilir. Şimdi f1, f2 ∈ H için

γ1(u) =
1√
2
((ωu)(∞)− (ωu)(a)) = f1,

γ2(u) =
1

i
√
2
((ωu)(∞) + (ωu)(a)) = f2,

denklemlerinden

(ωu)(∞) =
(if2 + f1)√

2
ve (ωu)(a) =

(if2 − f1)√
2

eşitliklerini sağlayan u ∈ D(S) fonksiyonunun varlığı araştırılsın.
Eğer u( . ) fonksiyonu,

u(t) =
1

ω(t)
(1− ea−t)

(if2 + f1)√
2

+
1

ω(t)
ea−t (if2 − f1)√

2
,

şeklinde seçilirse, u ∈ D(S) ve γ1(u) = f1, γ2(u) = f2 olduğu bulunur. Böylece ispat tamamla‐
nır.
Calkin‐Gorbachuk methodu yardımıyla, aşağıdaki teorem verilsin.
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Teorem 13 : Eğer S̃, S0 minimal operatörünün L2
ω(H, (a,∞)) uzayındaki maksimal disipatif

genişlemesi ise, bu genişleme s( . ) ifadesi veK : H → H bir daralma operatörü olmak üzere,

(ωu)(a) = K(ωu)(∞)

sınır şartı tarafından doğurulur. UstelikK : H → H daralma operatörü S̃ genişlemesi tarafın‐
dan tek türlü ifade edilir, yani S̃ = SK ve bu önermenin tersi de doğrudur.

İspat : S0 operatörünün her S̃ maksimal disipatif genişlemesi s( . ) diferansiyel operatör ifadesi
ve V : H → H olmak üzere

(V − I)γ1(u) + i(V + I)γ2(u) = 0

sınır şartı tarafından doğrulur. Lemma 8’den, u ∈ D(S̃) için

(V − I)

(
1√
2

)
((ωu)(∞)− (ωu)(a)) + i(V + I)

1

i
√
2
((ωu)(∞) + (ωu)(a)) = 0

yani,

(V − I)

(
(ωu)(∞)√

2
− (ωu)(a)√

2

)
+ (V + I)

(
(ωu)(∞)√

2
+

(ωu)(a)√
2

)
= 0

olup buradan gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

(ωu)(a) = −V (ωu)(∞)

elde edilir. EğerK = −V seçilirse

(ωu)(a) = K(ωu)(∞)

sonucuna ulaşılır. Teorem 13 ve bilinen bir sonuçtan aşağıdaki teorem elde edilir.

Teorem 14 : L̃, L0 minimal operatörünün maksimal akretif genişlemesi ise, bu genişleme l( . )

ifadesi veK : H → H daralma operatörü olmak üzere,

(ωu)(a) = K(ωu)(∞)

sınır şartı tarafından doğurulur. UstelikK : H → H daralma operatörü L̃ tarafından tek türlü
ifade edilir. Yani L̃ = LK ve bu önermenin tersi de doğrudur.
BöyleceL2

ω(H, (a,∞)) uzayındaL0 operatörününLK maksimal akretif genişlemelerinin spekt‐
rum yapısı incelenebilir. Şimdi bu spektrum yapıya ait sonuç verilsin.
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Teorem 15 : L2
ω(H, (a,∞)) ağırlıklı Hilbert uzayında L0 minimal operatörünün LK akretif ge‐

nişlemesinin spektrumu

µ ∈ σ

Kexp
−B

∞∫
a

ds

ω(s)


olmak üzere

σ(LK) =

λ ∈ C : λ =

 ∞∫
a

ds

ω(s)

−1

(ln|µ|−1) + iarg(µ) + 2nπi, n ∈ Z


şeklindedir.

İspat :L2
ω(H, (a,∞)) uzayındaLK operatörünün spektrum problemi f ∈ L2

ω(H, (a,∞)) olmak
üzere

LK(u) = λu+ f, λ ∈ C, λr = Reλ ≥ 0

ele alınsın. Buradan
(ωu)′(t) +B(t)u(t) = λu(t) + f(t), t > a

buradan,
(ωu)′(t) =

1

ω(t)
(λI −B)(ωu)(t) + f(t), t > a

diferansiyel operatör ifadesi elde edilir. Buradan çözüm

u(t;λ) =
1

ω(t)
exp

(λI −B)

 t∫
a

ds

ω(s)

 fλ

− 1

ω(t)

∞∫
t

exp

(λI −B)

t∫
s

dτ

ω(τ)

 f(s)ds,

fλ ∈ H olarak bulunur.
Bu durumda∥∥∥∥∥∥ 1

ω(t)
exp

(λI −B)

t∫
a

(
d(s)

ω(s)

) fλ

∥∥∥∥∥∥
2

L2
ω(H,(a,∞))

=

∞∫
a

∥∥∥∥∥∥ 1

ω(t)
exp

(λI −B)

t∫
a

(
d(s)

ω(s)

) fλ

∥∥∥∥∥∥
2

H

ω(t)dt

=

∞∫
a

<
1

ω(t)
exp

(λI −B)

t∫
a

(
d(s)

ω(s)

) fλ,
1

ω(t)
exp

(λI −B)

t∫
a

(
d(s)

ω(s)

) fλ > ω(t)dt

38



=

∞∫
a

1

ω(t)
exp(2λr

t∫
a

ds

ω(s)
) < exp

−B
t∫

a

ds

ω(s)

 fλ, exp

−B
t∫

a

ds

ω(s)

 fλ >H dt

=

∞∫
a

1

ω(t)
exp(2λr

t∫
a

ds

ω(s)
)

∥∥∥∥∥∥exp
−B

t∫
a

ds

ω(s)

 fλ

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

≤
∞∫
a

1

ω(t)
exp

2λr

t∫
a

ds

ω(s)

 dt∥fλ∥2H

=

∞∫
a

exp

2λr

t∫
a

ds

ω(s)

 d

 t∫
a

ds

ω(s)

 ∥fλ∥2H

=

exp(2λr
∞∫
a

ds
ω(s))

2λr
− 1

2λr

 ∥fλ∥2H

=
1

2λr

exp(2λr ∞∫
a

ds

ω(s)
− 1)

 ∥fλ∥2H <∞

ve ∥∥∥∥∥∥− 1

ω(t)

∞∫
t

exp

(λI −B)

t∫
s

(
d(τ)

ω(τ)

) f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2
ω(H,(a,∞))

=

∞∫
a

∥∥∥∥∥∥ 1

ω(t)

∞∫
t

exp

(λI −B)

t∫
s

(
d(τ)

ω(τ)

) f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

H

ω(t)dt

=

∞∫
a

1

ω(t)

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

exp

(λI −B)

t∫
s

(
d(τ)

ω(τ)

) f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

=

∞∫
a

1

ω(t)

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

exp

λI
t∫

s

(
d(τ)

ω(τ)

) exp

−B
t∫

s

(
d(τ)

ω(τ)

) f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

=

∞∫
a

1

ω(t)

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

exp

(λr + iλi)

t∫
s

(
d(τ)

ω(τ)

) exp

−B
t∫

s

(
d(τ)

ω(τ)

) 1√
ω(s)

(
√
ω(s)f(s))ds

∥∥∥∥∥∥
2

H

dt

≤
∞∫
a

1

ω(t)

 ∞∫
a

1

ω(s)
exp(2λr

t∫
s

dτ

ω(τ)
)

 ∞∫
a

ω(s)∥f∥2Hds

 dt

≤
∞∫
a

1

ω(t)

 ∞∫
a

1

ω(s)
exp(2λr

t∫
s

dτ

ω(τ)
)ds

(∥f∥2L2
ω(H,(a,∞))

)
dt

= exp

2λr

∞∫
a

dτ

ω(τ)

 ∞∫
a

1

ω(t)
∥f∥2L2

ω(H,(a,∞)) <∞.

Şimdi verilen problemde sınır şartları çözümde yerine yazılırsa
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I −
∞∫
a

exp

(λI −B)

a∫
s

dτ

ω(τ)

 f(s)ds = Kexp

(λI −B)

∞∫
a

ds

ω(s)

 fλ

olup I −Kexp

(λI −B)

∞∫
a

ds

ω(s)

 fλ

 =

∞∫
a

exp

(λI −B)

a∫
s

dτ

ω(τ)

 f(s)ds

elde edilir. Böylece λ ∈ (LK) olması için gerekli ve yeter şartın

I −Kexp

(λI −B)

∞∫
a

ds

ω(s)

 fλ = 0

olup

exp−λ
∞∫
a

ds

ω(s)
= µ ∈

Kexp
−B

∞∫
a

ds

ω(s)


olduğu bulunur. Buradan

−λ
∞∫
a

ds

ω(s)
= In | µ | +iarg(µ) + 2mπi, m ∈ Z

λ =

 ∞∫
a

ds

ω(s)

−1 (
In | µ |−1 +iarg(µ) + 2nπi

)
, n ∈ Z

olup

µ ∈ σ

Kexp
−B

∞∫
a

ds

ω(s)


olduğu elde edilmiş olur. Bu ise ispatı tamamlar.
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3. Bölüm

ÖRNEKLER

Örnek 3.1: L2
et(0, 1) uzayında

l(v) = iv
′
(t) + arctan(t)v(t) (9)

diferansiyel ifadesi ele alınsın. (9) ifadesi tarafından üretilenminimal operatörüL0 ve tümmak‐
simal akretif genişlemeleri Lr,φ ile ifade edilsin. Bu Lr,φ maksimal akretif genişlemeleri | r |≤ 1

ve 0 ≤ φ < 2π olmak üzere
v(0) = reiφ+

1
2 v(1) (10)

sınır şartı tarafından tanımlanır.
Ustelik, bu genişlemelerin spektrumu

λ ∈ σ

reiφ+12 ei 1∫
0

arctan(t)dt


olmak üzere

σ(Lr,φ) =
{
µ ∈ C : µ = arg(λ) + 2mπ + i(ln|λ|−1), m ∈ N ∪ {0}

}

=

{
µ ∈ C : µ = φ+

π

4
− In

√
2 + 2mπ + iln| 1

| r |
√
e
, m ∈ N ∪ {0}

}

şeklindedir.

Örnek 3.2: L2
tω ((0, 1)× (1,∞)) uzayında

l(u) = (tωu(t, x))
′
+Bu(t, x), ω > 1 (11)

diferansiyel ifadesi ele alınsın.(11) ifadesi tarafından üretilenminimal operatörüL0 ve tümmak‐
simal akretif genişlemeleri Lr ile ifade edilsin. Bu Lr maksimal akretif genişlemeleri

B : L2(0, 1) −→ L2(0, 1), Bv(x) = xv(x)

(tωu(t, x)) (1) = r (tωu(t, x))u(∞), 0 < r < 1, 0 < x < 1, (12)

sınır şartı tarafından tanımlanır.
Ustelik, bu genişlemelerin spektrumu

σ(Lr) =

{
µ ∈ C : µ = (1− ω)(ln|λ|−1) + iarg(λ) + 2nπi, n ∈ Z, λ ∈ σ

(
rexp(

B

ω − 1
)

)}

şeklindedir.
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4. Bölüm

SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında ağırlıklı Hilbert uzayında alınan birinci mertebeden diferansiyel operatör
ifadeleri incelenmiştir. Bu ifadelerin minimal operatörleri oluşturulmuş ve disipatif‐akretif ge‐
nişlemeleri ifade edilmiştir. Bu genişlemeler ayrıca sınır değerleri dilinde ifade edilmiştir. Ele
alınan genişlemelerin spektral yapıları incelenmiştir. Ayrıca alınan sonuçlar örneklerle destek‐
lenmiştir.
Bu tez süresince aşağıdaki belirtildiği gibi bazı önerilerde bulunulabilinir:
1. Bu tez boyunca bakılan problemler direkt toplam Hilbert uzaylarının üzerinde yeni bir araş‐
tırma konusu olabilir.
2.Tezde incelenengenişlemelerin spektrumları içindahagüçlü sonuçların alınması konusuaraş‐
tırılabilir.
3. Bu tez çalışmasına konu olan dört ana diferansiyel operatör ifadesi de sol yarı eksende incele‐
nebilir ve ilk üç diferansiyel operatör ifadesinin sağ yarı eksende incelenmesi de ayrı bir çalışma
konusu olabilir.
4. Dördüncü bölüm aralığın singüler olması bakımından diğer bölümlerden farklı olarak değer‐
lendirilebilir.
5. Diğer bölümlerde alınan aralığın singüler olması durumu da ayrı bir çalışma konusu olabilir.
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