IS
KDL
HITIT

UNIVERSITESI

T.C.

HITIT UNIVERSITESI
LiISANSUSTU EGIiTiM ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

AGIRLIKLI HILBERT UZAYLARINDA BiRiNCi MERTEBEDEN
DIFERANSIYEL-OPERATOR IFADELERININ INCELENMESI

Yiiksek Lisans Tezi

Esma ELMACI

Corum - 2023






AGIRLIKLI HILBERT UZAYLARINDA BiRiNCi MERTEBEDEN

DIFERANSIYEL-OPERATOR iFADELERININ INCELENMESI

Esma ELMACI

Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

TEZ DANISMANI

Dr. Ogretim Uyesi Rukiye OZTURK MERT

Corum 2023



Esma ELMACI tarafindan hazirlanan “Agirlikli Hilbert Uzaylarinda Birinci Mertebeden
Diferansiyel-Operatér Ifadelerinin Incelenmesi” adli tez calismasi ../../..... tarihinde
asagidaki jiiri iiyeleri tarafindan oy birligi/oy coklugu ile Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim

Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Dog. Dr. Tugba YURDAKADIM e,

Dr. Ogr. Uyesi Rukiye OZTURK MERT e,

Dr. Ogr. Uyesi Hiiseyin ALTUNDAG e esessesenseseenn

Hitit Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Yonetim Kurulunun .../.../...... tarih ve ................
sayili karari ile Esma ELMACI 'nin Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans derecesi almasi

onanmistir.

Prof. Dr. Muhammed Asif YOLDAS

Lisansistii Egitim Enstitiisii Mudiiri



TEZ BIiLDIiRiMI

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar cergevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini beyan ederim.

Esma ELMACI



AGIRLIKLI HILBERT UZAYLARINDA BiRiNCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL -OPERATOR
IFADELERINIiN iINCELENMESI

Esma ELMACI

ORCID:0000-0002-1340-208X

HITIT UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
Yuksek Lisans Tezi

Agustos 2023

OZET

Bu calismada vektor fonksiyonlarinin agirlikli Hilbert uzaylarinin tizerinde lineer (veya quasi-
lineer) birinci mertebeden diferansiyel-operator ifadelerin lirettigi minimal operatdriin tiim
akretif ve disipatif genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmis ve spektrum yapilari

incelenmistir.

Anahtar Kavramlar: Agirlikli Hilbert uzayi, disipatif ve akretif operatér, genisleme,

spektrum.

Bilim Kodu: 20404



INVESTIGATION OF FIRST ORDER DIFFERENTIAL OPERATOR EXPRESSIONS IN
WEIGHTED HILBERT SPACES

Esma ELMACI

ORCID:0000-0002-1340-208X

HITIT UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL

Master of Science Thesis

August 2023

ABSTRACT

In this thesis, in the weighted Hilbert spaces of vector-functions all accretive or dissipative
extensions of the minimal operator generated by the first order linear (or quasi linear)
differential- operator expression are described in terms of boundary values. Later, structure

of the spectrum of these extensions is investigated.

Key Terms: Weighted Hilbert spaces, dissipative and accretive operator, extension,

spectrum

Science Code: 20404



TESEKKUR

Tez calismamin ortaya ¢ikmasi ve yiiriitiilmesi sirasinda her tiirlii yol gosterici olan, calismam
sirasinda beni cesaretlendiren, bilgi ve tecriibelerini zaman kavrami gézetmeksizin her an
paylasan, beraber calismaktan ve her zaman 6grencisi olmaktan gurur duydugum degerli
danisman hocam Dr. Ogretim Uyesi Rukiye OZTURK MERT e sonsuz tesekkiir ederim.

Bilimsel anlamda bilgilerini esirgemeyen Hitit Universitesi Matematik Béliimii hocalarima
tesekkiir ederim. {lkégretimden lisansiistii egitime kadar uzanan siirecte bana ilgilerini ve
desteklerini esirgemeyen aileme, yiiksek lisans egitimime baslama konusunda beni

cesaretlendiren kardesime ve arkadaslarima tesekkiir ederim.

Esma ELMACI

Vi



ICINDEKILER

Sayfa

0 71 10 PP iv
2 1 12 O3 \%
TESEKKUR ....covuueuresessessssssssssssssssss s s sssssssssssssssssesesssss s sessass st sssssss st s ssssseessss st esssssssssssssness vi
ICINDEKILER ......cvueueesessessesssesssssss s sssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssse st ssessssessasesnssessasessnsane vii
SIMGELER VE KISALTMALAR......ccosictsitsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses ix
112 O 1

1. BOLUM
GENEL TANIMLAR

1.1. NOrmIu VEKEOT UZAY1... . e ceeieeiriirr e s e e e e s st cene s e e e sresne e nnenneenea 3
1.2. 16 CarPIM UZAYI...vucue vttt s s s s esse s s esse s st sssnss s ses s b s st enssn s snsenes 3
S TR 5 10 =) ol U= 4 (ST TOPPSP 3
1.4 Vektor Fonksiyonlarinin Hilbert UzZayl.......ccccvvriviniinin s e e s e e 4
1.5. LebeSgUe UzZAYIATT... ..o ie it st e et e s e sn e e e sne s ne e e e 4
1.6. AZITIIKII Lebesgue UZaylar..........cucein ettt s s e e e e e e e e 4
B 0 ) 1) = o) o RSP SP 5
USR]0 T3 ir= 1) a3 0 010 o) ' 4 L USSR 5
SN § o) o L0 7<) o (o) OSSR P 5

B U D) 5§ oF: U V0 0 =) o= Lo ) o RSP 6
O O AN o T ) 013 7 U o) SRR 6
1.12. ReZOIVENT KUIME.... ..o ittt et e e e s e e e see s er s e sreeenees e 6

B DS T o 1<) - B o' PRSP P PP O PRSP S 7
114, AYTIKR SPERETUITL... . ittt e et ettt et se e et e e e eb e sae e e e e ae e s e 7
1.15. SUreKI SPEREIUIM...c..eeiiice e et e e e e e e e e en e e ereeene e seene s 7
1.16. Kalan SPERETUINL.....ccoii ittt et e er e e s e see e e e en e e eneen e e 7

Vii



1.17. DefERE SAYILATT ... e ettt et et et e b e e e eat e s eeee e s e e e reeaeenne e 10

1.18. SINIT DEZETLEr UZAYI....c.. eiiieiieie et ettt sttt sttt e et e ss e e e s e e e eaeeennen e 10
2.BOLUM
YAPILAN CALISMALAR
2.1. (D-1) Durumunda Disipatif Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrumu 11
2.2. (A-1) Durumunda Akretif Genislemelerinin Gésterimi ve Spektrumu 18
2.3. (D-2) Durumunda Disipatif Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrumu 25
2.4. (A-2) Durumunda Akretif Genislemelerinin Gésterimi ve Spektrumu.........cc.ccovveereeeennn. 31
3.BOLUM
ORNEKLER
(000 T2y 4 1) OO T TP 41
SONUG VE ONERILER........covureureusessessssssessssssesssessssssesssessssssessssssesssessssssesssessssssessssssssasessssssssssessesass 42
LN L 43

viii



B(X)
I

L% (H,(a,b))

Ry (4),(R(%:4))
p(4)
o(4)
ap(A)
o (4)
or (4)
D(A)
R(4)
Re(A4)
Im(4)
ker A

dim H

SIMGELER VE KISALTMALAR

X uzayinda lineer sinirli operatorler uzayi
Birim Operator

[a,b]’den H Hilbert uzayina tanimlanan vektor fonksiyonlarin Hilbert
uzayl

A operatoriiniin rezolvent operatorii

A operatoriiniin rezolvent kiimesi

A operatoriiniin spektrumu

A operatoriiniin ayrik spektrumu

A operatoriiniin siirekli spektrumu

A operatoriiniin kalan spektrumu

A operatoriiniin tanim kiimesi

A operatoriiniin gorintii kiimesi

A operatoriiniin reel kismi

A operatoriiniin sanal kismi

A operatoriiniin cekirdegi

H uzayinin boyutu



GIRIS

Matematigin bir alt dali olan fonksiyonel analiz, reel veya kompleks sayilar tizerindeki fonksi-
yonlarin uzaylarinin ¢alismalari olarak goriilmektedir. Fonksiyonel analizin uygulamalarinda en
cok yararlanilan uzaylar Hilbert uzaylaridir. ilk olarak bu uzaylar1 1912 yilinda David Hilbert
kullanmaya baslamistir. Hilbert uzaylarinda operatorler tanimlanmis ve bdylelikle operator te-
orisi yapilandirilmistir. Bir¢ok fiziksel ve teknik iddianin modellenmesi, diferansiyel operatorler
ile ifade edilmistir. Bu nedenle operator teorisi, modern matematikte, 6zellikle cok pargacikl ku-
antum mekanigi, kuantum alan teorisi, cok noktali sinir deger problemlerinin modellenmesinde
son derece 6nemli rol oynamaktadir (Albeverio ve ark.,2005), (Zettl,2005). Spektral teorinin uy-
gulanmasinda Hilbert uzaylarindaki operatorler 6nemli bir rol oynar.

F.Riesz, ]. von Neumann ve bir¢ok bilim insani tarafindan dncelikle simetrik daha sonra selfadjo-
int operatorlerin spektrum yapisi insa edilmistir. Hilbert uzayinda simetrik operatoérlerin selfad-
joint operator teorisi Neumann (1929-1930) tarafindan gelistirilmistir. Fischbacher’in (2017)
daha sonraki ¢alismalari pozitif kapali simetrik operatoriin tiim negatif olmayan selfadjoint ge-
nislemelerinin karakterizasyonu ile ilgilendi. Selfadjoint olmayan operatoérler, kuantum meka-
niginden matematiksel fizige kadar bircok bilim dalinda karsimiza ¢ikar. Selfadjoint olmayan
operatorleri incelemek genel teorinin bu konuda eksik oldugundan genellikle zordur. Bu opera-
torlerin disipatif operatorler ve akretif operatorler siniflari en 6nemli siniflarindandir. Akretif
ve disipatif operatdrler hidrodinamik, lazer ve niikleer sa¢ilma teorileri gibi alanlarda bir¢ok il-
gin¢ uygulamalara sahiptir.

(a,b) sonlu araliginda tanimlanan vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzayinda regiiler diferansiyel
ifadesi tarafindan dogurulan minimal operatoriin spektral analizi ve maksimal akretif genis-
lemeleri Levchuk (1983) tarafindan incelenmistir. ipek Al ve Ismailov (2019), agirhkli Hilbert
uzayinda vektdr fonksiyonlarinin birinci mertebeden lineer ¢ok noktali diferansiyel operator
ifadesinin analog spektral problemlerini incelemistir. Ayni Hilbert uzaylarinda birinci mertebe-
den diferansiyel operator ifadesinin baz1 spektral problemleri Oztiirk Mert, ipek Al ve ismailov
(2020) tarafindan incelenmistir. ipek Al ve Akbaba (2020) sonlu aralikta tanimlanan Hilbert
uzaylarinda birinci mertebeden lineer diferansiyel operator ifadesi tarafindan dogurulan mini-
mal operatdriin kompakt olarak ¢oziilebilir genislemelerini ve bunlarin spektral analizini ifade
etmislerdir. Hilbert uzaylarinda sol ve sag yar1 eksende 6zel tip lineer ¢cok noktali diferansiyel
operator ifadesinin bazi spektral problemleri Oztiirk Mert (2020) tarafindan incelenmistir. ipek
Alve Ismailov (2021) tarafindan sonlu aralikta tanimlanan vektdr fonksiyonlarinin Hilbert uzay-
larinda involiisyonlu birinci mertebeden lineer diferansiyel operator ifadesi tarafindan doguru-
lan minimal operatoriin selfadjoint genislemelerinin genel sekli bulunmus, ayrica spektrum kii-
meleri incelenmistir.

Nagy ve Foias’in fonksiyonel model teorisi (1970) disipatif operatdrlerin spektral teorisini aras-

tirmak i¢in 6nemli bir yontemdir. Vektor-fonksiyonlarinin Hilbert uzayinda sonlu veya sonsuz



araliklardan biri durumunda formal simetrik diferansiyel operator ifadesi tarafindan tretilen
esit defekt sayilara sahip minimal operatoriin spektral analizi ve maksimal disipatif genisleme-
leri Gorbachuk ve Gorbachuk (1991) tarafindan incelenmistir. Rofe-Beketov ve Kholkin 6zellikle
kendi isimleriyle anilan bu metodu (2005)’de genellestirmislerdir.

Sag yar1 eksende birinci mertebeden lineer quasi-diferansiyel ifadenin bazi spektral problemle-
ri ipek Al (2018) tarafindan incelenmistir. Oztiirk Mert, ismailov ve Ipek Al (2020)’de sag yar1
eksen lizerindeki birinci mertebeden lineer singiiler kanonik diferansiyel ifadenin bazi spektral
problemleri ¢calismislardir. Vektor-fonksiyonlarinin direkt toplam uzaylarinda birinci mertebe-
den singiiler ¢ok noktali diferansiyel ifadenin benzer spektral problemleri ipek Al ve ismailov
(2020) tarafindan incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda; H ayrilabilir Hilbert uzay1 ve w : [0,1] — (0,00), w € C'[0,1] ve w :
(a,00) — (0,00), a € R, w € C(a,oco) olmak lizere L2 agirhkh Hilbert uzayi tizerinde birinci
mertebeden diferansiyel operator ifadesi i¢in asagidakilerin yapilmasi amaglanmaktadir.

(D-1) B : [0,1] — H diizgiin operator topolojisinde siirekli, lineer selfadjoint olmak tizere

I(u) = v + Bu diferansiyel-operatér ifadesinin L2 (H, (0, 1)) uzay1 tizerinde dogurdugu mini-
mal operatoriin tiim disipatif;

(A-1) B : [0,1] — H diizgiin operator topolojisinde siirekli, lineer selfadjoint olmak tizere

I(u) = i’ + Bu diferansiyel-operator ifadesinin L2 (H, (0, 1)) uzay iizerinde dogurdugu mini-
mal operatoriin tiim akretif;

(D-2) b € [0,1], b > 0 olmak tizere I(u) = iu + %%u + bu diferansiyel-operator ifadesinin

L2(0, 1) uzay lizerinde dogurdugu minimal operatoriin tiim disipatif;

(A-2) B : H — H, B > 0 ve selfadjoint olmak tizere [(u) = (wu) + Bu singiiler quasi-

diferansiyel ifadesinin L2 (H, (a,cc)) uzayi lizerinde iirettigi minimal operatériin tiim akretif
genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilecektir. Ayrica incelenen genislemelerin spektral
yapisl arastirilacaktir.

Bu calismalar sonucunda elde edilen sonuclar 6rneklerle desteklenecektir.



1. Boliim

GENEL TANIMLAR

Bu boliimde verilen genel tanim ve teoremler Aliprantis (1998), Kreyszig (1978), Narici (1972)
ve Rynne (2007) ¢alismalarinda alinmistir.

1.1. Normlu Vektér Uzay:

X, F cismi lizerinde tanimli lineer vektor uzay: alinsin. Burada
[+ X —[0,00), = — ||

doniistimu her x1, 22 € X ve her o € F'igin

o [|z1)|=0<= 21, =0;
o |laz1]| = |a||lz1]] ;
o |lz1 + zof| < [zl + (|22l

ifadelerini sagliyorsa ||.|| doniisiime X tizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de normlu vektér

uzayi denir.

1.2. i¢ Carpim Uzay1

F = R (veya C) ve X vektor uzay: alinsin.
Eger (.,.): X x X — F donlsimi her z1, x5, 23 € X ve A € F igin

(r1,21) > 0ve (x1,21) =0 <= 1 =0;
o (z1,22) = (x2,z;) (kompleks eslenik)

o (Ax1,m2) = Ma1,z2)

o (x1+ x2,23) = (21,23) + (z2,23)

ozelliklerini saghyorsa (.,.)’'ye X uzay: lizerinde i¢ carpim, (X, (.,.)) ikilisine de i¢ carpim uzayi

denir.

1.3. Hilbert Uzay1

Bir (X,(.,-)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Bu uzay i¢ carpimin iirettigi norma gore tam oldugu takdir-

de bu uzaya Hilbert Uzay1 denir.



1.4. Vektor Fonksiyonlarinin Hilbert Uzay1

H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun.

JaZ g (&) [7dt < 400

kosulunu saglayan g : [a1, a2] — H giiglii 6l¢iilebilir vektor fonksiyonlarinin lineer vektor uza-
y1 La(H, (a1, az)) seklinde ifade edilir. Tammlanan uzay (g, 7)1, (#,(a;,00)) : :fa“f (g(t), h(t))mdt,

g,h € La(H, (a1, az2)) i¢ garpiminin iirettigi norm ile Hilbert uzayidir.

1.5. Lebesgue Uzaylar

2, R" nin olgiilebilir bir alt kiimesi, |£2| > 0 ve S({2), {2 da tanimh 6l¢iilebilir fonksiyonlarin

kiimesi olsun. p € (1, c0) i¢in,

/ |u(z)[Pdr < 0o (1)
seklinde tanimlanan fonksiyon uzaymariebesgue uzay denir. {2 bolgesinde hemen hemen her
yerde esit fonksiyonlar1 LP({2) uzayinda esit kabul edelim. L”({2) uzayinin elemanlari (1) ifade-
sini saglayan 6lciilebilir fonksiyonlarin denklik siniflaridir. Bu farki goz ardi ederek, eger u fonk-
siyonu (1) 6zelligini saghyorsa u € LP({2) ve {2 bolgesinde hemen hemen her yerde u(z) = 0
ise LP({2) uzayinda v = 0 yazilmaktadir.

Eger u; € LP((2) ve z € Cise zu; € LP({2) oldugu agiktir ve eger uy, us € LP((2) ise

ur(2) +ug(2)]” < (Jua ()] + Juz ()P < 2°(lua ()7 + |ua(2)])

oldugu igin u; + ug € LP(S2) yazilabilir. Boylece

LP(02) = {u €S(92) : /Q () [Pdz < oo}

uzayinin vektér uzayi oldugunu gérmek kolaydir.

LP(£2) uzay1p € [1, 00) igin,

lu

o = Il = (| Ju(@)Pdas

normu ile bir Banach uzaydir.

1.6. Agirlikhi Lebesgue Uzaylari

w fonksiyonu hemen hemen her x € R" i¢in w(z) > 0 olacak sekilde R™ de lokal integrallenebi-
lir ise w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.

£2, R"™ de agik bir bolge ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere

/ wlulPdr < 0o
7

4



ozelligine sahip 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesine agirlikli Lebesgue uzayi adi verilir ve LE, (§2)
seklinde ifade edilir.
LE(£2) uzay,

1
fullpos = (| whupda)?
9]
normu altinda bir Banach uzayidir.

1.7. Operator

X ve Y normlu lineer uzaylari alinsin. B : D(B) C X — Y seklindeki doniisiime operatér
denir. Buradan:

D(B) := {x € X : Bx tanml} C X kiimesine B operatdriiniin tanim kiimesi,
R(B):=BD(B) ={y = Bz :z € D(B)} C Y kiimesine ise B operatoriiniin deger kiimesi,
kerB :={x € X : Bx = 0} C X kiimesine ise B operatoriiniin ¢ekirdegi ad1 verilir.

1.8. Operatoriin Normu

X ve Y normlu uzaylar ve B : X — Y sinirl lineer operatdrt alinsin. Burada
|B|| :=inf{K : K >0veVz € X i¢in ||Bz|y < K||z| y}

ifadesine B operatoriiniin normu denir.

1.9. Adjoint Operatorler

H Hilbert uzayy, B : D(B) C H — H bir lineer operator ve D(B) = H olsun. Buradan

D(B*) :=={y € H : her x € D(B) i¢in bir z € H vardur, 6yleki (z,y)y = (x, 2) g } olmak iizere
B* : D(B*) ¢ H — H, B%y :=z seklinde tanimlanan operatore B operatoriiniin adjoint
operatorti denir.

H Hilbert uzayi1ve B € L(H) olsun. Eger B = B* veya Vz,y € H i¢in (Bz,y) = (x, By) ise bu

operatore selfadjoint operator denir.
Ornek: T : L2(0,1) — L%(0,1), (Tf)(t) == [. f(s)ds, f € L?(0,1) Volterra operatori-

niin adjointi bulunsun.
f,g € L*(0,1) igin



1
(1), g(t)e = / (T )yt

- [ (o)

- f(s)ds ) d 1g(s)dS
/(L )([ )

_ —/Otf(s)ds/tlg(S)dS;

— /Olf(t)</tlg(8)d8>dt

= (f(),T°g(1))

olup T*g ft s)ds, g € L?(0,1) seklindedir.

" i - o 2 1

Ornek: A = . 3] seklinde alinan A operatorii bir selfadjoint operatordiir. Yani A* = [ ) 3]
—i —1

seklindedir.

1.10. Disipatif Operator

H Hilbert uzay1ve B : D(B) C H — H bir kapali yogun tanimli operatori alinsin. Eger her
Y € D(B) igin

ise, B operatorine disipatif operatér denir.

1.11. Akretif Operator

H Hilbertuzay1ve B : D(B) C H — H bir kapali yogun tanimli operatdrii alinsin. Eger her

Y € D(B) igin

RG(B’L/)7 1/})1‘[ Z 07
ise, B operatoriline akretif operatér denir.
1.12. Rezolvent Kiime

H Hilbertuzayi1ve B : D(B) C H — H lineer operator olsun.

p(B):={AeC:(B-X)'eB(X)}

kompleks sayilar kiimesine B operatdriiniin rezolvent kiimesi ad1 verilir.



1.13. Spektrum

H bir Hilbert uzay1 olsun. C \ p(B) kiimesine B operatoriiniin spektrumu adi verilir. B opera-

toriintin spektrum kiimesi o (B) seklinde gosterilir.

1.14. Ayrik Spektrum

op(B) :={A € C: (B — AI) operatorii bire bir degil}

kiimesine B operatoriiniin ayrik spektrumu adi verilir. Eger Ay € 0,(B) ise,

(B - )\0[)1‘0 =0

denkleminin zg # 0 ¢6zlimi vardir.

1.15. Siirekli Spektrum

oo(B) i= {/\ € C: (B — \) birebir, R(B— X) = H, fakat R(B— ) # H}

kiimesine B operatoriiniin stirekli spektrum denir.
1.16. Kalan Spektrum

od(B) := {)\ € C: (B — ) birebir, R(B — ) # H)}

kiimesine B operatoriiniin kalan spektrumu denir.

Ornek: T : [5(R) — Ip(R), T(zy) := (0,21,22,...,Tn_1,...), T = (x,) € l2(R) olsun. Ve-

rilen T operatoriiniin ayrik spektrumu bulunsun.

x = (x,) € ly ve XA € Calinsin. O halde 7'z = Az bagintisindan

(0,21, 22, ooy Tp—1, ...) = (A1, AT2, AZ3, .oy Ay, ...)

yani

Ay =0, A\xg =21, A\T3=T2,..., \Tp = Tp_1,... (%)

bulunur. i1k olarak A # 0 kabul edelsin. Buradan z; =0, 29 =0, 23 =0, z, =0,

eger \ # O ise T'r = Ax denkleminin = # 0 igin ¢6zlimii yoktur.
Simdi A = 0 olsun. (x)’daki 2. denklemden z; = O ve ayricazg = 23 = ... = x,, =

Tz = Ox denkleminin yine z # 0 i¢in ¢dzlimii yoktur.

... olur. Yani

... = 0 olup,



Bu durumda o, (7") = @ olarak bulunur.
Ornek: H = Ly(0,1) uzayinda, T': Ly(0,1) — L(0, 1),

Tu:=u +au, D(T)={uecW30,1):u(0)=0}

operatOriiniin spektrumunu bulalim.

Bu durumda A € Cicin

u +au=Xu+f, feLy0,1)

denkleminin genel ¢éziimii

t
u(t) = ceP~)t +/ e~ (=N £(5)ds
0

seklinde olup u(0) = 0 simir deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her A € C ve her f €
L5(0,1) i¢in

(T~ Nu=f

denkleminin

u(t) = /0 t e (N9 £ (5)ds € WL(0,1)

seklinde bir tek ¢6ziimii vardir, yani her A € Cigin
(T — \)~! € B(L2(0,1)). Bagka bir ifadeyle
o(T)=2, p(T)=C

olarak bulunur.

Ornek: 7:C2 — C2, T =

] seklinde verilen operatoriin spektrumu incelensin.

Buradan éncelikle A € Cicin Tz = Az, 2 € C? denkleminin sifirdan farkh ¢6ziimii arastirilir.

Bu halde
1 3
S Y , o= (21, 12) € C?
0 2 i) xI9
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bagintisindan

(1 —A)x1+ 322 =0

(2—/\){62 =0

Ll

seklinde de yazilabilir. Burada matris denkleminin sifirdan farkli ¢6ziimi

bulunur ki bu

1-A 3
0 2—-A

=0

durumunda miimkiindiir. O halde

(1=X)2=X) =0
ve buradan A = 1 ve A = 2 seklinde bulunur. Boylece 0,,(T') = {1, 2} dir.
Ayrica verilen operator sonlu boyutlu uzayda taniml oldugu i¢in o.(7) = @ ve 0,.(T) = @ dir.
Sonug olarak o(T") = o, (T") seklindedir.
Ornek: X = (C[0,1],]-||co) olmak iizere, T : X — X Tx = tz(t) operatdriinii gz dniine
alahm. Tz = tz(t) operatérii igin (7' — AI)~'"i bulalim.

ta(t) — Ae(t) = y(t)

olup, x(t) ¢6ziimi her ¢ € [0,1] i¢in yukaridaki esitligi saglayan bir fonksiyondur. Eger \ €
R [0,1] (A <0 veya A > 1) ise, yukaridaki denkleminin her y € X icin [0, 1] lizerinde tek

2(t) = ﬁy(t), te[0,1]

¢0ziimi vardir. Bu nedenle p(7") = R\[0, 1] ve her A € p(T') igin

(T —AI)! = %y(t), te o]

olur. Simdi A € [0, 1] sayisinin T operatoriiniin spektrumuna dahil oldugunu gorelim.



Ao € [0,1] ve € y(t) € C[0, 1] fonksiyonu y(Ag) = a # 0 kosulunu saglayan herhangi bir fonksi-

yon olsun. Bu fonksiyon i¢in

(t = Ao)z(t) = y(t)

esitligi hi¢cbir z(¢) € C[0, 1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢linkii ¢ = A\ noktasinda sol tarafi si-
fir, sag tarafi ise sifirdan farklidir. Dolayisi ile A = Ay oldugundan yukarida verilen denklemin
baz1 y(t) € C]0, 1] fonksiyonlari i¢cin ¢6ziimii yoktur. Bu ise A € o(7T’) olmas1 demektir. Ayrica

o(T)'nin higbir noktasi T operatoriiniin 6z degeri olamaz, ¢iinkii

(t—Na(t) =0, e 0,1]

denkleminin ¢éziimii her ¢ # )\ icin x(t)'nin siireksizligine ¢ = A noktasinda 0 olur.

Boylece o.(T") = [0, 1] ve 0,(T") = @ oldugu bulunur.

1.17. Defekt Sayilar:

B, H Hilbertuzayinda lineer operatorve ny = dimH_;(B*),n_ = dimH_;(B*) olsun. (n4,n_)

sayilarina B operatoriiniin defekt sayilari denir.

1.18. Sinir Degerler Uzayi

B : D(B) C H — H, H Hilbert uzayinda esit defekt sayisina sahip kapali simetrik bir operator
olsun. H bir Hilbert uzayi,

1,72 : D(B*) — H lineer doniisiimleri i¢in, eger;
i) her f,h € D(B*) i¢in
(B*f,h)u — (f, B*h)g = (mf,2h)u — (e fimh)m

ii) herz1,x9 € Higin~y; f = x1 vey2f = x9 kosulunu saglayan bir f € D(B*) elemani

mevcut ise, (H,v1,72) Ugliisiine B operatori i¢in bir sinir degerler uzay denir.
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2. Boliim

YAPILAN CALISMALAR

2.1. (D-1) Durumunda Disipatif Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrumu

Bu calismanin ilk boliimiinde w : [0, 1] — (0, 00), w € C'[0,1] olmak tizere L2 = L2 (H, (0,1))

agirlikh Hilbert uzayinda, operator katsayili
l(u) = (1) + B(t)u(?) (2)

formundaki diferansiyel-operator ifadesi ele alinacaktir.
Burada ¢ € [0, 1] olmak tlizere B(t) lineer sinirli selfadjoint operatordiir. Ayrica B : [0,1] — H
diizglin operator topolojisinde siireklidir.

Ilk 6nce ele alinan [(- ) diferansiyel operator ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 1: L2 (H, (0,1)) uzayinda /(- ) diferansiyel operatér ifadesinin formal adjoint ifadesi
1

+ — ! B
1 u)(0) = =) (1) + Blt)ua(t)
seklindedir.
Ispat: ui,uy € C1[0, 1] alinsin. Buradan
(l(u1),up)re = (uy + Bug,us)ps

= (uy,u2)pz + (Buy,ug)p

2
w

1
_ /0 () (1), ua(t)) s (£)dt + (ur, Buz) 12

1
_ /0 (uy (£), wua(t)) rdt + (ur, Buz) 12
= (u1(1),u2(1))m — (u1(0),u2(0))

)
1
/0 (ua(t), (wuz) (£)) rrdt + (w1, Bug) s
1
= —/0 (ul(t),(wug)/(t))Hdt—F(ul,BUQ)Lg
1
_ /0 (s (), — (wu2) (£)) et + (un, Buz) 12

= [ ), o) @)t + (s, B
0 w(t)
— (u, fé(qu)/ + Bus)pz
= (w1, 1" (u2)) 2
elde edilir. Béylece L2 (H, (0, 1)) uzayinda [(-) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

1 (ua(t)) = = wua) (1) + Bt 3

11



olarak bulunur.

L?(H,(0,1)) uzayinda (2) ((3)) diferansiyel ifadesi tarafindan dogurulan minimal operatér L
(Lg) ve maksimal operator de L (L ™) seklinde tanimlanir. Buradan Ly C Lve L C L™ ifadeleri
dogrudur.

Buradan [(-) diferansiyel ifadesinin reel ve karmasik kisimlar1 bulunabilir. /(-) ve [ (-) ifadeleri

yerine yazilarak,

seklinde [(-) diferansiyel ifadesinin reel ve karmasik kisimlari elde edilir.

L2 uzayinda, Ly minimal operatdriin tiim maksimal disipatif genislemelerinin genel formu ve-
rilecektir. Ly minimal operatoriin tiim maksimal disipatif genislemelerini tanimlamak i¢in /;( )
diferansiyel ifadesi tarafindan dogurulan L;, minimal operatdriin tiim maksimal disipatif genis-
lemelerini tanimlamak yeterlidir.

Ana sonug i¢in ihtiya¢ duyulacak olan L;, minimal operatoriin defekt sayilar1 bulunsun.

Teorem 1: L2 (H, (0, 1)) uzayinda L;, minimal operatériiniin defekt sayilar
(n-‘r(Lio)u n— (Lio)) = (dimH, dimH )

seklindedir.

Ispat : Hesaplamalarda kolaylik olmasi igin B = 0 alalim. O zaman ¢ € (0, 1) i¢in

—i (1) = ;Z(f))

12



ve .,
: P ) — i () = 0

diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri aragtirilsin. {1k olarak ¢ € (0, 1) i¢in

i Ww'(t)

—i!, (t) — 3 0(0) uy(t) +iug(t) =0

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii yapilsin. Verilen diferansiyel denklem

/ w (t)

uy (t) + 2w(t)ut(t) —uy(t)=0

yani /
)+ w0

seklinde olup, ¢6ztiimii ¢ € (0,1) ve f € H igin
us(t) =ex /t(l—w(s))ds f
I VR )

elde edilir. Diger taraftan ¢ € (0, 1) igin

i w'(t) ; B
YD) u_(t) —iu_(t) =0

—iu’_(t)

diferansiyel denkleminin ¢oziimii bulunabilir. Bu diferansiyel denklem diizenlenirse

u_(t) +u_(t) =0
yani
/ w (t) B
u_(t) + u_(t)(m +1)=0
dir. Son esitlikten ¢oziim ¢ € (0,1) ve f € H igin
U OO
u(t) = eap {/0 1+ 5025 }f

olarak bulunur. Buradan ¢t € (0,1) ve f € H i¢in

ut(t) = exp :t/ (1 F ;f(?)) ds ) f
0

elde edilir.
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Bulunan ¢6ziimlerden,

1
us @ = [ wOlhu @)y
0
1 t 2
= /w(t) erp / ws)ds fll  dt
S
0 0 H
1 ¢ 2
W' (s
< /w@)wm [(1-5)ast| asi
0 0 H
t
< w(t)exp 2/ (s )ds dt|| f 1|3
S
0
1
w(0)

- /mmﬁmmﬁz (€~ D|IfI% < o0

2

o

elde edilir. Dolayisiyla
n4(Li,) = dimker(L; +il) = dimH

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,
n_(Li,) = dimker(L; —il) = dimH

oldugu da gosterilebilir. Boylece teorem ispat edilmis olur.
Yukaridaki teoremden, minimal operator bir maksimal disipatif genislemeye sahiptir (Gorbac-
huk,1991). Simdi tiim maksimal disipatif genislemelerini tanimlamak i¢in sinir degerler uzayini

yapilandirmak gerekir.

Lemma 2 : L2(H, (0,1)) uzayinda L;, minimal operatérii ve u € D(L;) igin 7 ve v, fonksi-

yonlari

w1t D(L) — H, 1 (u) = \}2 (VeDu(1) + Va0ju())

2t D(L) = H. 2a(u) = == (VaDu(1) = Va0u(0))

formunda olmak tizere, (H, v1,72) Ugliisi bir sinir degerleri uzayidir.

Ispat: u, v € D(L;) alinsin. Buradan
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(Liu,v)r2 — (u, Liv) 12

. / . !/
= (—iu/ 1Y + Bu, v> - <u, —iv' — 2% + Bv>
2w L2 2w L2

w
- /

= (=i ) + (—5 = v)1z + (Bu,v)

s
. T W
—(’LL, _ZU/)LL% - (’LL, _557 ’U)L% - (’LL, BU)L%

/
= —i|(u,0)2 4 (u,0") 2 + wu,v) ]
L2

(u'( Nrw(t

1
() = =575 (Veu() = Ve0u0) = f;
denklemlerinden
u(1) = (f12— ifa) e u(0) = (fi+if2)
w(1) 2w(0)

esitliklerini saglayan u € D(L;) fonksiyonunun varligi aragtirilsin.

Eger u( - ) fonksiyonu ¢ € [0, 1] igin

1 . 1
u(t) = 2w(1)(f1—2f2)t+ 200)

seklinde segilirse, u € D(L;) ve y1(u) = f1, 72(u) = f2 oldugu bulunur. Béylece ispat tamam-

(fi+if2)(1—1)

lanir.

Simdi Calkin-Gorbachuk metodu kullanilarak elde edilen asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 2 : Eger L;, L;, minimal operatériin L2 (H, (0, 1)) uzayindaki maksimal disipatif ge-
nislemesi ise, bahsedilen genisleme /;( - ) diferansiyel operator ifadesi ve T : H — H daralma

operatorii olmak lizere,

siir sart1 tarafindan dogurulur. Ustelik 7' : H — H daralma operatorii L genislemesi tarafin-

dan tek tiirli ifade edilir. Yani EZ = L;, ve buiddianin tersinin de dogrulugu gecerlidir.

Ispat : L;, operatériiniin her L; maksimal disipatif genislemesi /;( - ) diferansiyel operator ifa-

desive T : H — H bir daralma operatoriidiir.

(T = Dyi(u) +i(T + I)y2(u) =0

sinir sart1 tarafindan tretilir. Yukaridaki lemmadan, v € D(L;) igin

(-1 (1) (VD) + Va(0u()) +i(T + I)—=(v/a(Du(l) - /a0)u(0)) = 0,

V2 iv/2
yani
wDu(l) | /w(0)u(0) w@Du(1)  Vw(0)u)) _
(T—I)( 7 - NG >+(T+I)<— Y - 7 >_0
elde edilir.
2y/w(0)u(0) . 2y/w(l)u(l) B
5 T= 7 ve w(1l)u(l) = T+/w(0)u(0)
esitliklerinden
1) = /D Tu00)

sonucuna ulasilir.

Teorem 2 ve verilen ifadelerden asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3 : L, Ly minimal operatoriin maksimal disipatif genislemesi olsun. Bu genisleme [( - )

ifadesive T': H — H bir daralma operatorii olmak iizere,

siir sart1 tarafindan dogurulur. Ustelik 7' : H — H daralma operatdrii L genislemesi tarafin-
dan tek tiirlii ifade edilir. Yani L = Ly ve bu iddiann tersi de dogrudur.
Béylece L2 (H, (0,1)) uzayinda Lg operatériiniin L1 maksimal disipatif genislemelerinin spekt-

rum yapisl incelenebilir.
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Teorem 4 : L2 (H, (0, 1)) agirlikli Hilbert uzayinda Ly minimal operatériin L disipatif genisle-

1
w(0)
A€o ( w(l)Tea:p (/B(s)ds)

0

mesinin spektrumu

olmak lizere
o(Lr) ={p € C: p=In|A +iarg(\) + 2mmi, m € NU{0}}

seklindedir.
Ispat: L2 (H, (0,1)) uzayinda L operatériiniin spektrum problemine bakilsin. Yani

Ly(u) = pu+f, p€C, i =Imp >0, f € L2,

Buradan ¢ € [0, 1] i¢in
u'(t) + B(t)u(t) = pu(t) + f(t)

diferansiyel operator ifadesinin ¢oziimii incelenirse,

u(t; u) = e:vp{ (/B(s)ds,ut) } fﬂ+/6xp{/(B(T) /,LI)dT} f(s)ds, f,e H

0 0 s

elde edilir. Simdi verilen problemdeki sinir sartlar1 u(1) ve u(0) ¢6ziimde yerine yazilirsa,

1 1 1
— s)ds — exp — T)— T s)ds = w(0)
ep 0/ B(s)ds — | b fu+ 0/ p / (Br) ~ulir o f(s)ds = |57,
ve buradan
1 J 1 1
erp — /B(s)ds—,u - ZEI%T fu= —/e:vp —/(B(T) —pl)dr y f(s)ds
0 0 s

elde edilir. Buradan i € o(Ly) olmasi i¢in gerekli ve yeter sartin

1
_ |w(0)
erp{ — /B(s)ds— = w(l)T
w(0)
=t = (D) Texp B ds




oldugu bulunur. Béylece

= In|A| +iarg(X) + 2mmi, m € NU {0}

olup

oldugu elde edilmis olur.

2.2. (A-1) Durumunda AKretif Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrumu
Bu ¢alismanin ikinci béliimiinde w : [0,1] — (0,00), w € C[0,1] olmak iizere L2 (H, (0,1))
agirlikli Hilbert uzayinda, operator katsayili

!

l(u) = iu (t) + B(t)u(t) (4)

diferansiyel-operator ifadesi ele alinacaktir.
Buradat € [0, 1] olmak tizere B(t) lineer sinirh selfadjoint bir operatordiir. Ayrica B : [0, 1] —
H diizgiin operator topolojisinde stireklidir.

Ilk 6nce ele alinan [(- ) diferansiyel operator ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 3 : L2 (H, (0,1)) uzayinda I(- ) diferansiyel operatér ifadesinin formal adjoint ifadesi

1

)

1" (ug) =

(wug) (t) + B(t)us(t)

seklindedir.

Ispat: ui,uy € C1[0, 1] alinsin. Buradan

(l(u1),u)zz = (iuy + Bua,uz)pz

= (iull,ug)Lz + (Bul,ug)Li

1
_ / i (¢ aw(t)dt + (ur, B*us) 2
0
1
:/ (—iwus)(8)) mdt + (ur, B us) 2
0

= (ua(1), —iw(Duz(1)) i — (u1(0), —iw(0)u2(0)) i

- /0 (u(t), —i(wuz) (8) pdt + (u1, Bus)
1
_ /O (ur(t), i(wus) (¢)) rdt + (ur, Buz) 2
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1 .

_ / (ur(t), —— (wus) () meo(t)dt + (uy, Bus)z
0 ' W(t)

= (U1,£(WU2>,+BU/2>LEJ

= (u1, 1" (u2)) 2

elde edilir. Boylece L2 (H, (0, 1)) uzayinda [(-) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

I (ua(t) = wft)wuz)’(t) + B(tyua(t) 5)

olarak bulunur.

L?(H, (0,1)) uzayinda (4) ((5)) diferansiyel ifadeleri tarafindan dogurulan minimal operator L
(L$) ve maksimal operatdr de L (L) seklinde tanimlanir. Ly C L ve L C L™ oldugu agiktir.
Buradan [(-) diferansiyel ifadesinin reel ve karmasik kisimlar1 bulunabilir. /(-) ve [ (-) ifadeleri

yerine yazilarak,

l(u) 4+ 1F(u)

ly(u) = 3
_ w(t)iu' (t) + w(t) B(t)u(t) + i(uw) (t) + B(t)v(t)w(t)
2
B iw(t)u () + i(wu) (t)
= 2 + B(t)u(t)w(t)
_ iw(t)u () + u (t;w(t) +iw (t)u(t) + Bu(t)w()
20U (w(t) + dut)w (t)
= 5 + B(t)u(t)w(t)
o iw'(t)
= du(t)+ = o(0) u(t) + B(t)u(t),
u) — 1T (u
- W=
iu (t) + B(t)u(t) — ﬁt)(wu)/(t) — B(t)u(t)
- 2i
_ iw(t)u () — iw (H)u(t) — iw(t)u (t)
2w(t)i
W Bu
2w(t)

seklinde /(-) diferansiyel ifadesinin reel ve karmasik kisimlari elde edilir.

L? uzayinda, Lo operatdriin tiim maksimal akretif genislemelerinin genel formu verilecektir.
Lo minimal operatoriin tim maksimal akretif genislemelerini tanimlamak i¢in /,.( - ) diferansi-
yel ifadesi tarafindan dogurulan L,, minimal operatoriin tiim maksimal akretif genislemelerini
tanimlamak yeterlidir.

Ilk 6nce, bu béliimiin temel sonucu igin ihtiyag duyulacak olan L,,, minimal operatdriin defekt
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sayilar1 bulunsun.

Teorem 5 : L2 (H, (0,1)) uzayinda L, minimal operatériiniin defekt sayilari
(ny(Lyy)sn—(Ly,)) = (dimH,dimH)

seklindedir.

Ispat : Hesaplamalarda kolaylik olmasi igin B = 0 alalim. O zaman ¢ € (0, 1) igin

i, (1) + ;(’;((f)) wa () + i (£) = 0

diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri aragtirilsin. Ilk olarak ¢ € (0, 1) igin

iw(t)
2w(t) T

i, (t) + (t) +iuy(t) =0

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii yapilsin. Verilen diferansiyel denklem

ul (t) + 2w((tt)) wg(t) + up(t) =0
yani /
o0+ (O +1) =0

seklinde olup, ¢éztimii ¢ € (0,1) ve f € H igin

u () = exp{— [a~ ;dw((?))ds}f

elde edilir. Diger taraftan ¢ € (0, 1) i¢in

i (t) + ;)w((?)u_(t) Cu () =0
yani /
u' () + u_(t)(;w((tt)) —1)=0.

Son esitlikten istenilen ¢6ziim ¢ € (0,1) ve f € H i¢in
t w (s)
_(t) = 1-— d
u () e:cp{/0< s o f
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olarak bulunur. Boylece ¢t € (0,1) ve f € H igin

us(t) = exp $/ (1 + ;Jwi))) ds p f
0

elde edilir.

Bulunan ¢6ziimlerden

lug (8)]° 2 =:Lja&)nu+(ﬂf dt

0

= /1w(t) exrp /t d SS }f
0 0
1 t

S ) / “S } atf1%
0 0
1 t

< /wwwp_a/<1 “i }ﬁfH
0 0

O

1
= [wean s = 20— ) < oo
0

elde edilir. Boylelikle

n4(Ly,) = dimker(L, +il) = dimH
oldugu goriiliir. Benzer sekilde

n_(Ly,) = dimker(L, —il) = dimH

oldugu da gosterilebilir. Bu ise ispati tamamlar.
Son teorem gosterir ki, minimal operatdr bir maksimal akretif genislemeye sahiptir (Gorbac-
huk,1991). Simdi tiim maksimal akretif genislemelerini tanimlamak i¢in sinir degerler uzayimn

yapilandirmak gerekir.

Lemma4: L2 (H, (0,1)) uzayinda L,, minimal operatérii ve 7; ve o fonksiyonlari

fWMM%E%M:V%(MMM—w@M»
v2 : D(L,) = H, v2(u) = \}i (\/w(l)u(l) + Vw(O)u(O)) , u€ D(L,)

formunda olmak tizere, (H, 1, 7y2) Ugliisi bir sinir degerleri uzaydir.

21



ispat: u, v € D(L,) alinsin. Buradan

(Lru,v) 2 — (u, Liv) 2

.y -
= (iu’—i— Zwu—FBu,v) — (u,iv'+ Zwv—FBv)
2w L2 2w L2

w w
/

= (i V)2 + (53— v)1z + (Bu,v)
<
22 0)ig — (u, Bo)pz

_(uviU/)LE, - (U, 2w

i /
= |, v)2 + (u,v") 2 + (wu,v) ]

1
(' (t),v(t))gwt)dt + [ (u(t),v'(t))gw(t)dt + / (u(t),v(t)w’(t))gdt]
0

S O~ _

(W' (t), v(t)w(t)) gdt +

o O~ _

(u(t), (v(t)w(t))’)Hdt]

1
= i [ (WVw)u(t), Vw(t)v(t))ydt

0
= (m(u),2)r — (re(u),1(v))

elde edilir. Simdi f;, fo € H i¢in

1
() = =75 (Vo) - Veu) = fi
() = = (VeDu(t) + VaOu©) = £
denklemlerinden
(fe—if1) ve u _ (fa+if1)
uld) = () © 2w(0)

esitliklerini saglayan u € D(L,) fonksiyonunun varlig1 arastirilsin.
Eger u( - ) fonksiyonu ¢ € [0, 1] i¢in
() = ————(fo— i)l + —
u(t) = —1
20 2 YT 2w(0)

seklinde segilirse, w € D(L,) ve y1(u) = f1, 72(u) = f2 oldugu bulunur. Béylece ispat tamam-

(f2+if1)(1—1t)

lanir.

Calkin-Gorbachuk metodu kullanilarak elde edilen asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 6 : Eger L, L,, minimal operatériin L2 (H, (0, 1)) uzayindaki maksimal akretif genis-

lemesi ise, bu genisleme [,.( - ) ifadesi ve K : H — H daralma operatorii olmak tizere,

sinir sart1 tarafindan iiretilir. Ustelik K : H — H daralma operatérii E; genislemesi tarafindan
tek tirli olarak ifade edilir. Yani IT,« = L, . Ayrica bu 6nermenin tersi de dogrudur.
Ispat: L, operatoriiniin her E maksimal akretif genislemesi/, (- ) diferansiyel operator ifadesi

ve T : H — H bir daralma operatorii olmak tlizere

(T = Dyi(u) + (T + I)ya(u) =0

sinir sart1 tarafindan dogurulur. Buradan, v € D(L,) igin

(T —1) <_leﬁ> (Vw(l)u(l) — v/w(0)u(0)) + (T + I)\}E(\/w(l)u(l) + v/w(0)u(0)) =0,
yani
-1 (_ w%u) y w%(m) A (_ wi(\l/)iu(l) _ w;%m)) 0

elde edilir. Buradan

2y/w@u(l),,  2/w(0)u(0) —
== T = e ve w(0)u(0) = =T

olup K = —T olmak lizere

w(1)u(1),

sonucuna ulasilir.

Teorem 6 ve bilinen bir sonuc¢tan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 7 : L, Ly minimal operatériin maksimal akretif genislemesi ise, bu genisleme [( - ) ifadesi

ve K : H — H daralma operatoérii i¢in

siir sart1 tarafindan dogurulur. Ustelik K : H — H daralma operatérii L tarafindan tek tiirlii
ifade edilir. Yani L = Ly ve bu énermenin tersi de dogrudur.
Béylece L2 (H, (0,1)) uzayinda Lo operatdriiniin L maksimal akretif genislemelerinin spekt-

rum yapisl incelenebilir. Simdi bu spektrum yapiya ait sonug verilsin.
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Teorem 8 : L2 (H, (0,1)) agirlikli Hilbert uzayinda Ly minimal operatériin Ly akretif genis-

1
w(1) .
A€o ( @Kexp (ZO/B(S)ds))

o(Lg)={p€C:p=arg(\) +2mr +iln|A|"', m € NU{0}}

lemesinin spektrumu

olmak tlizere

seklindedir.

Ispat: L2 (H, (0, 1)) uzayinda L operatoriiniin spektrum problemi f € L2 olmak iizere
Lig(u)=pu+f, pn€C, pr = Rep >0
ele alinsin. Buradan ¢ € [0, 1] i¢in
il (1) + B(t)u(t) = jult) + £(1)

diferansiyel operator ifadesi elde edilir. Buradan ¢6ziim f, € H i¢in

t t t

w(t p) = eap i /B(s)ds—,ut fu—i/e:cp i/(B(T)—,u)dT F(s)ds

0 0 s
olarak bulunur. $imdi verilen problemdeki (1) ve «(0) sinir sartlari ¢éziimde yerine yazilirsa,

1 1 L
fu = exp /B(s)ds —u fu _i/exp Z/(B(T) —pl)dr 3 f(s)ds ZE;;K
0 0 y

ve buradan

1
w(1) )
mKexp ZO/B(s)ds—,u I) fu

1 1
= 3 L(l) ex 7 T) — T s)ds
- ,/M(O)KO/ p{ S/(B() uI)d}f( )d

elde edilir. Buradan p € o(Lg ) olmasi igin gerekli ve yeter sartin

1
w(1) : _
( w(O)Kemp{ (ZO/B(s)ds,u) } I) fu=0

yani,



oldugu bulunur. Béylece

p=arg(\) + 2mm 4 iln|A| 7Y, m € NU {0}

olup
w(1)

A€o mKe:Cp i/B(s)ds

oldugu elde edilmis olur. Bu ise ispati tamamlar.

2.3. (D-2) Durumunda Disipatif Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrumu

Bu galigmanin tgiincii bélimiinde w : [0,1] — (0,0), w € C[0,1] olmak iizere L2 (0,1)
uzayinda,
bW
l(u) =iu —|—§Eu+bu (6)
formundaki diferansiyel-operator ifadesi ele alinacaktir.
Burada b € [0, 1], b > 0 olarak alinacaktir.

ilk 6nce ele alinan /(- ) diferansiyel operator ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 5 : L2 (0, 1) uzayinda /(- ) diferansiyel operatér ifadesinin formal adjoint ifadesi

. /
I (ug) = iuy + Equ + bug

2w
seklindedir.
Ispat: ui,us € C1[0, 1] alinsin. Buradan
L 7 (A)/
(U(ur),uz)rz ) = (fuy + 5 —ur +but,u)rz 1)
L 7 CL)/
= (lug,u2)iz o) + (5w u2) iz 0 + (bur, u2) 2 0,)
1 1
. ’ _— 7 w’(t)
= i | uy(t)ua(t)w(t)dt + 2] o uy (t)ug(t)w(t)dt + (bui,u2)r2 (01)
0 0

+

.1

]
- w (51
2

0

1
= —i/ul

0

/

"()u (tyuz(t)dt + (bur, ua) 2 0,1
() (uy (H)w(t) + ua(t)w (t))dt
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1
+t/m®WQWVMH%thham)

0
1

= —i/ul(t)u/
0

0
mw@%@www+§/maqu»
0

N | .

1
/u1 "(t)dt + (buy, u2)12(0,1)

l\.')\@

'(t)
w(t)

g

(A)(t)dt + (bu1, UQ)LE) (0,1)

’ iw'

(w1 (8) 7w (t) + 5 (1) + bua () ()t

o O

iw
up zu2 + 5 —u2 + buz) 2 0,1)

( 2w
(u, 1 (u2)) L2 (0,0)

elde edilir. Buradan L2 (0, 1) uzayinda /(- ) diferansiyel ifadesinin formal adjointi

I (ug) = 1u,2 + %%UQ + busy
olarak bulunur. Boylece L2 (0,1) uzayinda [(-) diferansiyel ifadesi formal simetriktir. (6) dife-
ransiyel ifadesi tarafindan dogurulan minimal operatér Ly ve maksimal operator L seklinde ta-
nimlanir. Buradan Ly C L, L = (L) oldugu agiktir.

Ilk olarak Ly minimal operatériin defekt sayilar1 bulunsun.

Teorem 9 : L2 (0, 1) uzayinda Ly minimal operatériiniin defekt sayilari

(n+(Lo),n—(Lo)) = (1,1)

seklindedir.

Ispat : Hesaplamalarda kolaylik olmasi igin b = 0 alahm. O zaman ¢ € (0, 1) i¢in

il () ;ggu@iimﬂﬂzo

diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri aragtirilsin. [lk olarak ¢ € (0, 1) i¢in
L Zw/(t)

t —
diferansiyel denkleminin ¢6ziimii yapilsin. Verilen diferansiyel denklem

ul (t) + ;i;((?)u(tﬁ +up(t) =0

u(t)+ + iugp(t) =0

yani

+1ugp(t) =0



seklinde olup, ¢6ztimii ¢ € (0, 1) igin

us(t) = exp {/(;i;((z)) - 1)ds} ¢, ceC
0

elde edilir. Diger taraftan ¢ € (0, 1) i¢in

, i w'(t)
iu_(t) + 2 wl)

u_(t) —iu_(t) =0

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii bulunabilir. Bu diferansiyel denklem diizenlenirse

() + ;uw((?)u(t) Cu () =0
yani /
u_(t) + u(t)(%((tt)) —1)=0

elde edilir.

Bulunan ¢6ziimlerden

lus DI L2 (mr.0.0)) =

27



ve

lu— (NP 12 (r1,001y) =

= w(t)|lexp

ws)ds dt | c|?

H

[e=]

t
0

t 2
0

t

= /w exp 2/ WZ)ds dt | c 2
0

w(0)
2

—

_ /w@¥qu% (1) | ¢|P< o0

o

elde edilir.

Buradan u(t) € L2(0,1) elde edilir. Dolayisiyla n (Lo) = dimker(L + il) = 1ven_(Lg) =
dimker(L —il) = 1 oldugu goriliir.

Boylece minimal operator bir maksimal disipatif genislemeye sahiptir (Gorbachuk,1991). Simdi
tlim maksimal disipatif genislemeleri tanimlamak i¢in sinir degerler uzayini yapilandirmak ge-

rekir.

Lemma 6 : L2 (0, 1) uzayinda Ly minimal operatorii ve u € D(L) i¢in 7; ve ~o fonksiyonla-

Il

1 D(L) = €, y(u) = 7( w(Du(1) = Va(0)u(0))

(1) + v/w(0)u(0 )

72 D(L) = C, 72(u) =

s\
?ﬁ

formunda olmak tizere, (C, 1, v2) li¢liisti bir sinir degerleri uzayidir.

Ispat: u, v € D(L) igin,

(Liw, v) 12 (m,(0,1)) — (W, Liv) 12 (11,00,1))

o, i
= |+ z—u+buv —|u, v+ -—v+bv
2w 12,(0.1) 2w 12,0,1)

1 1

_ /u ﬁ+/(xmmmwﬁ

0 0
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yani buradan

u(l) = (c1 +ica) ve u(0) = (icg — 1)
2w(1) 2w(0)
esitligini saglayan u € D(L) fonksiyonunun varlig1 arastirilsin.
Eger u( - ) fonksiyonu, ¢ € [0, 1] igin
w(t) = ——— (e +ica)t +
2w(1) 2w(0)
seklinde segilirse, u € D(L) ve y1(u) = ¢1, 72(u) = 2 oldugu bulunur.

(iCQ — Cl)(l — t)

Calkin-Gorbachuk metodu yardimiyla asagidaki teorem verilsin.

Teorem 10 : Eger L, Lo minimal operatdriin L2 (0, 1) uzayindaki maksimal disipatif genisle-
mesi ise, bu genisleme [( - ) diferansiyel operator ifadesive T': C — C ve | T' |< 1 bir daralma

operatorii olmak lizere,

sinir sarti tarafindan dogrulur. Ustelik 7 : C — C daralma operatérii L tarafindan tek tiirlii

ifade edilir. Yani L = L7 ve bu 6nermenin tersi de dogrudur.

Ispat: L operatériiniin her L maksimal disipatif genislemesi /( - ) diferansiyel operator ifadesi
ve K : C — Cve| K |<1olmak ilizere

(K = Dm(u) +i(K + I)ya(u) =0

sinir sarti tarafindan tretilir. Buradan, v € D(L) i¢in
1 1

(K —1) <\/§> (VwDu(l) = /w(0)u(0)) + i(K —i—I)m( w(1)u(1l) + /w(0)u(0)) =0,
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yani

w(1)u(l) w(0)u(0) Vw(@)u(l)
(K—I)( N R )+(K+I)( 7 7

olup buradan gerekli sadelestirmeler yapildiginda,

<
£
e
A
S
N————
I
S

Vw(0)u(0) = —K+y/w(1)u(1)

elde edilir. Eger T' = — K segcilirse

w(1)

u(0) = 2(0)

Tu(1)

sonucuna ulasilir. Artik ele alinan disipatif genislemenin spektrum yapisi incelenebilir.

Teorem 11 : L2 (0, 1) uzayinda Lo minimal operatériin Ly disipatif genislemesinin spektrumu

1

o(Ly) = ,uE(C:u:/a( )ds+a7'gT—i—2n7T+zln| l,nez
0

seklindedir.

Ispat: L2(H,(0,1)) uzayinda Ly operatdriiniin spektrum problemi f € L2(0,1) olmak iize-
re
Ly(u) = pu+ f, p € C, p; = Imp > 0.
Buradan t € [0, 1] i¢in
' (t) + 53“( )+ b(t)u(t) = pu(t) + f(t)

diferansiyel operator ifadesinin ¢6ziimii

t
0 ) sz(s s i [ b(r)dr
u(t; p) = b:)((t))e C)\—Z/H j _’“tse{ f(s)ds, ¢, €C
0

olarak bulunur. $Simdi verilen problemdeki «(1) ve «(0) sinir sartlar1 ¢6ziimde yerine yazilirsa,

Vw(0)e, =T/ w(l) (:)E(l);e_weng( ! Cp — z/ w(s; e_i“(l_s)ellb( )d f(s)ds
0

gerekli sadelestirmeler sonucunda

1 1
. i [b(s)ds ; . i
e —Te Of Cp=— ! T/ w(s)e r1=8)¢ s f(s)ds
0




elde edilir. Buradan i € o(Ly) olmasi i¢in gerekli ve yeter sartin

1
e — Texp i/b(s)ds =0

0
yani,
iflb(s)ds

i =1In|T| +idarg | Te © +2n7i, n€Z

olup buradan
1 1
i [b(s)ds
w=arg | Te? + 2nm — iln|T| = argT + /b(s)ds + 2nm — iln|T|
0

oldugu bulunur. Béylece

1
1
= /b(s)ds + argT + 2nm + zln|f] ,n € Z
0
oldugu elde edilmis olur.

2.4.(A-2) Durumunda Akretif Genislemelerinin Gésterimi ve Spektrumu

Bu ¢alismanin dérdiincii bolimiinde @ € R, w : (a,00) — (0,00), w € C(a,00) vea ! €

L!(a, 00) olmak tizere L2 (H, (a, 00)) uzayinda, operatdr katsayili
[(u) = (wu) (t) + B(t)u(t) (7)

formundaki birinci mertebeden quasi-diferansiyel operator ifadesi ele alinacaktir.
Burada B > Ove B : H — H selfadjoint bir operatordiir.

i1k 6nce ele alinan [(- ) quasi-diferansiyel operator ifadesinin formal adjoint ifadesi verilsin.

Lemma 7 : L2 (H, (a,0)) uzayinda I(- ) quasi-diferansiyel operator ifadesinin formal adjoint
ifadesi
I (ug) = —(wuz) (t) + B(t)uz(t)

seklindedir.
Ispat: ui,us € C(a,0) alinsin. Buradan

(U(w1),u2) 2 (m (acoy) = ((wur) + But, u) 12 (5 (a.00))

= ((wu1) ,u2) 12 (H,(a00)) T (BU1,U2) 12 (H,(a,00))
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(wur) (£), u2(t)) o (t)dt + (u1, B*ua) 12 (11, (a,00))
(wur) (t), wua(t)) dt + (w1, B*u2) 12 (1 (a,00))

o0

T~

(wur) (), (wuz) () mdt + (u1, Buz) 12 (41, (a.00))

8

(wus)'(t)

I
_ / w2(t)( Jaw(t)dt + (u1, Bu2) 12 (5, (a,00))
/oo

(,UUQ t)) ( )dt + (’U,l, BUQ)L2 (H,(a,00))

= (u1(t), —(wua) (1) 12 (5 (a00)) + (1(t), Bt)u2(t)) 12 (b1, (a.00))
= (Ul(t)a —(wup) () + B(t)ua(t)) 12 (1. (a,00))

= (u1, 17 (u2)) 12 (#,(a,00))

elde edilir. Boylece L2 (H, (a, o)) uzayinda I(-) quasi-diferansiyel ifadesinin formal adjointi

[ (ua(t)) = —(wua) (1) + B(t)uz(t) (8)

olarak bulunur.

L?(H, (a,00)) uzayinda (7) ((8)) diferansiyel ifadesi tarafindan dogurulan minimal operatér L
(L¢) ve maksimal operator de L (L ™) seklinde tanimlanir. Buradan Ly C Lve L C L™ ifadeleri
dogrudur.

L, L2 (H, (a,>)) uzayinda L, operatoriiniin bir maksimal akretif genislemesi ise ve M, minimal

operatoriine karsilik gelen genislemesi M tarafindan iiretilen quasi-diferansiyel ifade

!

m(u) = i(wu)

seklindedir.
Buradan,
Lu = (wu) (t)+ Bu(t)

= i(—i(wu) (t)) + Bu(t)

= i(=M)(t) + Bu(t)

= i(—(ReM + iImM))u(t) + Bu(t)

= —i(ReM)u(t) + (ImM)u(t) + Bu(t)

= (ImM + B)u(t) — i(ReM)u(t)
Dolayisiyla,

(ReL) = (ImM)+ B
= Im(M + B)
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oldugu agiktir.
Buradan L2 (H, (a,c0)) uzayindaki Ly minimal operatériiniin tim maksimal akretif genisleme-
lerini tanimlamak icin,

s(u) = i(wu) + Bu

quasi-diferansiyel ifade tarafindan olusturulan Sy minimal operatoriiniin tiim maksimal genis-
lemelerini tanimlamak yeterlidir.

Sp minimal operatériiniin L2 (H, (a, o)) uzayinda tiim maksimal disipatif genislemelerini bul-
mak icin Calkin-Gorbachuk metodu kullanilsin. Ana sonug i¢in ihtiya¢ duyulacak olan Sy minimal

operatoriiniin defekt sayilar: bulunsun.

Teorem 12 : L2 (a, oo) uzayinda Sy minimal operatdriiniin defekt sayilar
(7’L+<So), n— (SO)) - (dlmHu dzmH)

seklindedir.

Ispat : Hesaplamalarda kolaylik olmasi icin B = 0 alalim. O zaman ¢ > w i¢in
i(wus) () £ ius(t) =0
diferansiyel denklemin ¢éziimleri arastirilsin. ilk olarak ¢ > w i¢in
i(wuy) (8) +iug(t) =0, t>w

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii yapilsin. Verilen diferansiyel denklem gerekli islemler altinda

(wus) () + us () = 0

(wup) (£) = —up (1)
Jal) -

W Intws (£)] = —/dt+f

seklinde olup, ¢6zimu




diferansiyel denkleminin ¢dziimii yapilsin. Gerekli islemler altinda

/

(wu_) (8) = u_(t) = 0
(wuo) () = u_(t)

Je(553) = [
wlInu_ (1)) = /dt+f

Inu_(t) = i(/dt+f)
u_(t) = e fdtlf

t
ds
ea;p —w )

seklinde olup, ¢6zimi

olarak bulunur. Buradan

elde edilir.

Bulunan ¢oziimlerden,

s N L2 (11, 0,00

Il
8\@ a\8 @\8 a'\g @\8
A

€
S —
&
=
——
|
Se—
//
= IS
oo
~——
——
s
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o
=
—
|
—
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=
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~
N——
~
V
S
=
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Dolayisiyla
n4(So) = dimker(S +iI) = dimH

elde edilir.

Diger taraftan f € H icin

lu— (12 12 (11, (0,00

cap %jj;}d<]giﬂf%

olup buradan
n_(So) = dimker(S — iI) = dimH

oldugu gosterilir. Boylece teorem ispat edilmis olur.
Son teorem gosterir ki, minimal operator bir maksimal disipatif genislemeye sahiptir (Gorbac-
huk,1991). Simdi tiim maksimal disipatif genislemelerini tanimlamak i¢in sinir deger uzaylarini

yapilandirmak gerekir.

Lemma 8 : L2 (H, (a,00)) uzayinda Sy minimal operatérii ve u € D(S) igin y; ve -, fonksi-

yonlari
M2 D(S) = H, 7i(u) = —= ((wu)(o0) — (wu)(a)),

1
7
L (wu)(00) + (wu)(a), u € D(S)

T2

formunda olmak tizere (H, 1, 7y2) Ugliisi bir sinir degerleri uzayidir.

V22 D(S) = H, 72(u)



Ispat : Keyfi iki u, v € D(S) alinsin. Buradan

(Su,v) 12 (H,(a,00)) = (s SV) 12 (H,(a,00))
= (i(wu) + B — (u,i(wv) + B
<Z wu) * u’v) L2 (H,(a,0)) (U,’L(W’U) T U) L2 (H,(a,0))
(i(wu)',v) 2 (81, (a,00)) + (B, v) = (1, 5(wv)) 12 (1, (a,00)) — (1> BY) 12 (H,(a,00))
= [(i(wu)',v)Lg(H,(a,oo)) - (u’i(wv)/)Lg(H,(a,oo))}

o0 o0

_ / (i(wn)(£), 0(t)) () dt — / (u(t), i(woY (1)) ()t

a a

= /(i(wU)'(t),v(t)W(t))Hdt—/((w(f)U(t)ai(v(t)W(t))’)Hdt

= i[((wu)(00), (wv)(00)) i — ((wu)(a), (wv)(a)) ]
= (m(u),7)r — (v2(u),71(v))

elde edilir. Simdi f;, fo € H i¢in

m(u) = j§ (wu)(00) — (wu)(a)) = fr.
() = % (i) (00) + (wu)(@) = fo,
denklemlerinden
~ (ifa+ f1) ~ (ifa— f1)
(wi(oe) = I ve (wu)(a) =

esitliklerini saglayan « € D(S) fonksiyonunun varhigi aragtirilsin.

Eger u( - ) fonksiyonu,

1 ] 1 i

U(t) = 7(1—@0'*15) (Zf2+fl) eaft(ZfQ fl)’
w(t) V2 w(t) V2

seklinde secilirse, u € D(S) ve v1(u) = fi, 72(u) = f2 oldugu bulunur. Boylece ispat tamamla-

nir.

Calkin-Gorbachuk methodu yardimiyla, asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 13 : Eger S, Sy minimal operatériinin L2 (H, (a, c0)) uzayindaki maksimal disipatif

geniglemesi ise, bu genisleme s( - ) ifadesi ve K : H — H bir daralma operatorii olmak tizere,
(wu)(a) = K(wu)(co)
sinir sart1 tarafindan dogurulur. Ustelik K : H — H daralma operatorii S genislemesi tarafin-

dan tek tiirli ifade edilir, yani S = Sk ve bu énermenin tersi de dogrudur.

Ispat : S; operatériiniin her S maksimal disipatif genislemesi s( - ) diferansiyel operator ifadesi

veV : H — H olmak uzere

(V= Dm(u) +i(V + I)y(u) =0

sinir sart1 tarafindan dogrulur. Lemma 8’den, u € D(.S) igin

1 . 1
V-1 (ﬂ> ((@u)(o0) = a0 @) + iV + D) {(wu)oe) + (wu) @) =0

yani,

(wu)(o0)  (wu)(a) (wu)(c0) | (wu)(@)\ _
W‘”( vz )“V“)( vz v >‘0

olup buradan gerekli sadelestirmeler yapildiginda
(wu)(a) = =V(wu)(c0)

elde edilir. Eger K = —V segilirse

(wu)(a) = K(wu)(co)
sonucuna ulasilir. Teorem 13 ve bilinen bir sonugtan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 14 : L, Ly minimal operatériiniin maksimal akretif genislemesi ise, bu genisleme ( - )

ifadesi ve K : H — H daralma operatorii olmak iizere,
(wu)(a) = K(wu)(oo)

siir sart1 tarafindan dogurulur. Ustelik K : H — H daralma operatérii L tarafindan tek tiirlii
ifade edilir. Yani L = Ly ve bu énermenin tersi de dogrudur.
Béylece L2 (H, (a,00)) uzayinda Lg operatériiniin L maksimal akretif genislemelerinin spekt-

rum yapist incelenebilir. Simdi bu spektrum yapiya ait sonuc verilsin.
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Teorem 15 : L2 (H, (a, 00)) agirhkl Hilbert uzayinda Ly minimal operatériiniin Ly akretif ge-

nislemesinin spektrumu

)

olmak tizere

0 -1
o(Lk) = {/\ eC: 1= (/ WCZ)) (In|u|™Y) + iarg(@) + 2nmi, n € Z}

a

seklindedir.

ispat: L2 (H, (a,00)) uzayinda L operatdriiniin spektrum problemi f € L2 (H, (a,cc)) olmak

uzere
Lig(u)=Au+ f, A€ C, A\, = ReA >0

ele alinsin. Buradan
(wu) (t) + B(t)u(t) = Mu(t) + f(t), t>a

buradan,

(wu) (1) = wzt)w _ B)(wu)(t) + f(1), t>a

diferansiyel operator ifadesi elde edilir. Buradan ¢éziim

1 / ds
u(t; \) = w(ﬂea:p{()\IB) (/ w(s)) } 15y

f) € H olarak bulunur.

Bu durumda
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_ /Oowzﬂexp(%/tw‘i‘;) < exp (B/twciz)) f, ezp (B/tw‘i)) Fa>pdt

2

i o 5]
a a a H
< /Oowzt)exp (2&/:22)) datl| A%
- 763@ (2& / wfi)) d ( / w‘i)) 1317
_ (exp@z;:{ ) 21) I
_ 21 (expmjwfz) - 1>) 1Al < oo
ve .
00 ¢ 2
s ol
t s QLE(H,( o))
o0 oo t
= / wzt)/exp{()\IB)/ <f}(:))>}f(s)ds w(t)dt
a t 5 H
- Ja| Jorfor- ] (22)} o]
a t s H
00 3 t 2
= a/wzt) exp{)\ls/ (ZE:%)}exp{B/ (Z((:)))}f(s)ds Hdt

\8
S

~| =
~—

Q)

8

=

[\

>
Ela
\1‘\1 B
~—

U

V)
N——
>
=
o
h

g

=

B

8
N

S

S~

T dr T 1 9
= exp (QAT/W(T)> /w(t)Hf”La(H,(a,oo)) < 00.

Simdi verilen problemde sinir sartlari ¢6ziimde yerine yazilirsa
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- /Ooexp ((M - B) / ;ﬁ:)) (s)ds = Keap ((M - B) 70 W‘Z)) fi

a

olup

(I ~ Keap ((/\I ~B) 7&2)) fA) - /Ooexp ((/\I ~B) /a wi:)) F(s)ds

a a

elde edilir. Boylece A € (L) olmasi icin gerekli ve yeter sartin

I — Kexp (()\IB)/C:?Z)) fLr=0

a

ea:p—)\/oowcéz) =uE (Kexp (B/oowa(li)>>

olup

a a

oldugu bulunur. Buradan

oo

d
—A/S =1In|p|+iarg(p) +2mmi, meZ
w(s)

a

o -1
ds -1 . _ .
A= — (In|p|™" +iarg(m) + 2n7i), neZ

)

a

olup

peao (Kexp (B]Ow‘i)

oldugu elde edilmis olur. Bu ise ispati tamamlar.
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3. Bolim

ORNEKLER

Ornek 3.1: L% (0, 1) uzayinda

1(v) = v (t) + arctan(t)v(t) 9)

diferansiyel ifadesi ele alinsin. (9) ifadesi tarafindan tiretilen minimal operatorii Lg ve tiim mak-
simal akretif genislemeleri L, , ile ifade edilsin. Bu L, , maksimal akretif genislemeleri |  |< 1
ve 0 < ¢ < 27 olmak lizere

v(0) = rei‘”%v(l) (10)

sinir sart1 tarafindan tanimlanir.

Ustelik, bu genislemelerin spektrumu

+*1 fl
ip i [arctan(t)dt
ANeo|re 2e0

olmak tizere

0(Lry) = {p € C:p=arg(\) +2mnm +i(ln|A|""), m e NU{0}}

1

seklindedir.

Ornek 3.2: L2. ((0,1) x (1,00)) uzayinda

l(u) = (t”u(t,x)), + Bu(t,z), w>1 (11)

diferansiyel ifadesi ele alinsin.(11) ifadesi tarafindan iiretilen minimal operatérii L ve tiim mak-

simal akretif genislemeleri L, ile ifade edilsin. Bu L, maksimal akretif genislemeleri
B:L*0,1) — L*(0,1), Buv(z) = zv(z)
(tYu(t,x)) (1) =r (t“u(t,z))u(co0), 0<r<1l, 0O0<z<lI, (12)

sinir sart1 tarafindan tanimlanir.

Ustelik, bu genislemelerin spektrumu

o(L,) = {u €cC:p=(1—-w(nA™) +iarg\)+2nmi, n € Z, N € o (rexp(w]fl))}

seklindedir.
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4. Boliim

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda agirlikli Hilbert uzayinda alinan birinci mertebeden diferansiyel operator
ifadeleri incelenmistir. Bu ifadelerin minimal operatoérleri olusturulmus ve disipatif-akretif ge-
nislemeleri ifade edilmistir. Bu genislemeler ayrica sinir degerleri dilinde ifade edilmistir. Ele
alinan genislemelerin spektral yapilari incelenmistir. Ayrica alinan sonuglar érneklerle destek-
lenmistir.

Bu tez siiresince asagidaki belirtildigi gibi bazi 6nerilerde bulunulabilinir:

1. Bu tez boyunca bakilan problemler direkt toplam Hilbert uzaylarinin iizerinde yeni bir aras-
tirma konusu olabilir.

2.Tezde incelenen genislemelerin spektrumlariigin daha gii¢lii sonuglarin alinmasi konusu aras-
tirilabilir.

3. Bu tez calismasina konu olan dort ana diferansiyel operator ifadesi de sol yari eksende incele-
nebilir ve ilk ii¢ diferansiyel operator ifadesinin sag yar1 eksende incelenmesi de ayr1 bir calisma
konusu olabilir.

4. Dordiincii b6liim araligin singiiler olmasi bakimindan diger béliimlerden farkl olarak deger-
lendirilebilir.

5. Diger boliimlerde alinan araligin singiiler olmasi durumu da ayr1 bir calisma konusu olabilir.
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