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OZET

Bu calismada hipergeometrik fonksiyonlarin bir alt grubu olan konfluent hipergeometrik
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin uygulamalari incelenmistir. Oncelikle hipergeometrik
diferansiyel denklemin genel yapisi ortaya konulmus ve bazi 6zelliklerinden bahsedilmistir.
Hipergeometrik diferansiyel denklemde kullanilan 6zel doniisiimler yardimiyla konfluent
hipergeometrik diferansiyel denklem olusturulmustur. Bu denklemin ¢6ziimleri olarak kabul
edilen konfluent hipergeometrik fonksiyonlarin integral ve seri gosterimleri elde edilmistir.
Ayrica konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin kuantum fizikteki bazi uygulamalari
arastirilmistir. Bununla birlikte taktik flize sistemi modellenmesi sonucu elde edilen denklem
sistemlerinin belirli varsayimlar ve dontisiimler yardimiyla konfluent diferansiyel denkleme
dontstiirillebilecegi gosterilmis ve ¢oziimleri konfluent hipergeometrik fonksiyonlar
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ABSTRACT

In this study, confluent hypergeometric functions which are considered as a subgroup of
hypergeometric functions, and their applications are investigated. First of all, the general
structure of hypergeometric differential equation is presented and its some properties are
mentioned. Confluent hypergeometric differential equation was established from
hypergeometric differential equation with the help of special transformations. Integral and
series representations of confluent hypergeometric functions which are accepted as solutions
of confluent hypergeometric differential equation are obtained. In addition, some applications
of the confluent hypergeometric differential equation in quantum physics are investigated.
Moreover, it has been shown that the equation system obtained from tactical missile system
modeling can be converted into confluent differential equation by means of certain
assumptions and transformations, and their solutions are expressible in terms of confluent
hypergeometric functions.
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GIRIS

Hipergeometrik diferansiyel denklem Euler (1769) tarafindan tanimlanmistir. Gauss (1813),
yaptigl calismalarda Euler’ in hipergeometrik diferansiyel denklemini, «, 3, v gercel veya komp-

leks sabitler olmak tizere
A1—2)y +[y—(a+B+1)zy —aBfy=0

formunda yazmistir (Gauss, 1813).
Euler’ in tanimladig1 hipergeometrik denklemde, Gauss’ un yapmis oldugu doniisiimden farkl

bir déniisiim uygulanarak
2y +(y—2)y —ay=0

formunda konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem elde edilir (Kummer, 1836). Bu denk-
lem Kummer denklemi olarak da bilinmektedir. ‘Konfluent’ kelimesi ‘birlikte akan, birlesen, bir-
lesik’ anlamlarinda kullanilmaktadir. Matematikte ise konfluent terimi, hipergeometrik diferan-
siyel denklemin sahip oldugu diizgiin tekil noktalarin birlestirilmesini ifade etmektedir. Konf-
luent hipergeometrik diferansiyel denklemin ¢6ziimii, hipergeometrik fonksiyon M («, 7, 2) ile
sembolize edilmistir (Kummer, 1836). Kummer, konfluent hipergeometrik fonksiyonu, mutlak
yakinsak sonsuz kuvvet serileri ile tanimlamistir. Bu fonksiyon birinci tip konfluent hiperge-
ometrik diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak bilinmektedir. Kummer denklemi olarak da bi-
linen konfluent diferansiyel denklemin ¢oztimleri integral gosterimler ile de yazilabilmektedir
(Abramowitz, 1970).

Edmund Taylor Whittaker, z degiskenine bagl konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemi,

v, k ve u gercel veya karmasik sabitler olmak iizere,

doniisiimii yaparak w degiskeni ile

d>w 1k 3—p2
PR

=0
z Jw

formunda elde etmistir (Whittakker ve Watson, 1920). Bu denklem kaynaklarda Whittaker denk-
lemi olarak yer almaktadir (Erdélyi, 1955).

Francesco Tricomi, konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin bir baska ¢6ziimiinii

M (e, z) hipergeometrik fonksiyonu ile iliskili sekilde elde etmistir (Tricomi, 1947). Tricomi
tarafindan yapilmis olan bu ¢6ziim ikinci tiir konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin
¢6zlmii olarak bilinmektedir.

Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem ile matematik, fizik, istatistik gibi bircok alan-

da karsilasilmaktadir. Ornegin, matematiksel fizikte; manyetik dalgalar (Georgiev , Georgieva



2005), optik (Augustyniak ve ark., 2020) gibi farkli alanlarda konfluent hipergeometrik diferan-
siyel denklemlerin uygulandig1 6rnekler vardir. Kuantum fiziginde; Coulomb dalga fonksiyonla-
r1, Schrodinger dekleminin (Schiff, 1949) ¢éziimlerinin elde edilmesi konfluent hipergeometrik
diferansiyel denklemin uygulama alanlari icinde yer almaktadir. Askeri alanda yapilan hesapla-
malarda konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin uygulandigi 6rnekler bulunmaktadir.
Matematikte; bazi 6zel polinomlar ve ¢ok sayida uygulamalarinda, olasilik teorisi ve matematik-
sel istatistik alanlarda kullanilmaktadir. Taktik fiize teorisine dayali olarak hedef arama kilavuz
sisteminde konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem tiiretilebilir. W. S. Na ve 1. H. Hwang,

birinci derece dinamik gecikmeyi dikkate alarak

" 1 / N

y (t)+ g (t) + )y(t) = co

T(ty —1t

biciminde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem elde etmislerdir. Bu denklem boyutsuz-

lagtirildiktan sonra uygulanacak doniistimler ile
aw (2) 4+ (2 — 2)w' (z) — (1 = Nw(z) = ec

konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem olarak yazilir (Ko, 2011).

Bu tez calismasinda; birinci b6limiinde fonksiyon, tiirev ve diferansiyel denklemler hakkin-
da genel bilgiler verilmektedir. ikinci boliimde hipergeometrik diferansiyel denklem ve gesit-
lerinden bahsedilmektedir. Ayrica hipergeometrik diferansiyel denklemin ¢éziimii olan hiper-
geometrik fonksiyon ile ilgili bazi teoremler aciklanmaktadir. Ugiincii béliim icerisinde hiperge-
ometrik diferansiyel denkleme uygulanacak doniisiimle konfluent hipergeometrik diferansiyel
denklemin elde edilmesi ¢alisilacaktir. Olusturulan denklemin integral ¢oziimlerinin bulunmasi
aciklanmaktadir. Uciincii béliimde elde edilen ¢oziimler kullanilarak dérdiincii béliim igersin-
de uygulamalara yer verilmektedir. Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin, kuantum
fizikteki bazi uygulamalarinin ¢éziimlerinin bulunmasi gosterilmektedir. Ger¢ek hayat proble-
mi olarak orantili navigasyon sistem ile hedef arama kilavuzunda, birinci dereceden dinamik
gecikme gozoniine alinarak yazilan diferansiyel denklemin konfluent hipergeometrik diferansi-
yel denkleme doniistiiriilmesi ¢alisilacaktir. Bu denklemin, tiglincii boliimde elde edilen integral

¢ozlimler ile genel ¢6zlimi arastirilmaktadir.



1. Boliim

GENEL TANIMLAR

1.1. Karmasik Sayilar

r,y € Rvei = /—1 sanal say1 birimi i> = —1 olmak lizere z = = + yi seklinde yazilabilen
sayilara karmasik sayilar denir. Bu sayilarin olusturdugu kiimeye ise karmasik sayilar kiimesi

denir ve C sembolii ile gosterilir. Karmasik sayilar kiimesi
C={zlz=x+yi, =ycRi*=-1}

olarak yazilir.

x sayisina z karmasik sayisinin gergel (reel) kismi denir ve Re(z) = x ile gosterilir.

y sayisina z karmasik sayisinin sanal (imajiner) kismi denir ve I,,,(z) = y ile gosterilir.
R C C olup her gergel say1 ayni zamanda bir karmasik sayidir.

1 = 4/ —1 sanal biriminin kuvetleri

o V=1

o il =1
o i2=-1
o 3=
o it =1

olarak yazilir.

1.2. Karmasik Sayinin Kutupsal Gésterimi

z = x + yi vektorliniin pozitif reel eksenle yaptig1 aciya 6 diyelim.

cosf = i, sinf = -
E ]

olmak tizere

z = |z|cos @ + i|z| sin@ = |z|(cos @ + isin )

ifadesine karmasik sayinin kutupsal gosterimi denir. #’ ya 2’ nin argiimenti denir ve argz ile gos-
terilir. Eger —m < 6 < 7 kisitlamasi yapilirsa bu durumda 6 ya 2’ nin esas arglimenti denir ve

Argz ile gosterilir.



1.3. Fonksiyon

X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X kiimesinin her x elemanini1 Y kiimesinin bir ve yalniz bir

y elemani ile esleyen her kurala X’ ten Y’ ye fonksiyon denir. Sembolik olarak
y=f), f:X=Y, XLy

olarak gosterilebilir.

1.4. Limit

xo ve L birer gercel say1ve zop € X C R olsun. Istenildigi kadar kiiciik, keyfi secilmis ¢ > 0 say1-
sina 0 < |z — zp| < § sartini saglayan x € X i¢in |f(z) — L| < € olacak sekilde bir 6 := () > 0
sayisi karsi getirilebiliyorsa,  noktasi xy noktasina yaklastiginda f(z) fonksiyonunun limiti Z’
dir denir. f(x) fonksiyonunun z(’ daki limiti (L):

lim f(z)=1L

T—T0

ile gosterilir.

1.5. Siireklilik

X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. zg € X C Rve f : X — Y olsun. Ve > 0 degerleri i¢in oyle
0 := 0(e) > 0 vardir dyle ki biitiin

|z — xo| < diken |f(x) — f(xo)| < e

esitsizligi dogru ise f(x) fonksiyonu =y noktasindaki siireklidir denir. f(x) fonksiyonu Vx € X

icin stirekli ise f(x) siirekli fonksiyondur.

1.6. Tiirev

f fonksiyonu, [a, b] C R kapali veya (a,b) C R agik araligi iizerinde tanimli olsun. Bu araliga ait
bir zy € (a, b) noktasinda degiskendeki pozitif ya da negatif Az artisina karsilik gelen fonksiyo-

nun artist Ay olsun. Bu iki artisin orani

Ay f(xo+ Ax)
m = =4 _ JA0 T Al

Azx Ax
olarak yazilir. Bu oranin Az sifira giderken bir L limiti varsa, bu L sayisina y = f(z) fonksiyo-

nunun o noktasindaki tiirevi denir ve f'(z) ile gosterilir.

f(zo) = lim LT A7)

Az—0 Az

ile yazilir.



e Zincir Kural
t bagimsiz degiskenine bagli bir fonksiyon z(¢) olsun. f fonksiyonu z(¢) degiskenine bagh

olsun. Budurumda f fonksiyonun z(¢) bagiml degiskenine gore birinci mertebeden tiirevi

df  df dx
dt  dz dt
ve ikinci mertebeden tiirevi
A’ f B d’f dx df d*x

aJ _ 2
dt? dxz? ( dt ) dx dt?

olarak elde edilir.

1.7. Taylor Kuvvet Serisi

xo gergel ya da karmasik bir say1 olmak tizere y = f(z) fonksiyonu r € R¥ igin [zg — r, z¢ + 7]
araliginda siirekli, n. mertebeden tiirevli ve (xo —r, o +7) araliginda (n+1). mertebeden tiireve

sahip ise

n

f(z) = Z fn(g'co)(:z: —x0)" = f(xo) + fT(az —x0) + 2')(37 —z)? +...
— nl ! !

acilima Taylor serisi denir.

1.8. Mutlak Yakinsak Seri
Bir > a,, serisi verilsin. Bu serinin terimlerinin mutlak degerlerinden olusturulan seri
> lan| = lar] + la| + lag| + ..

yakinsak ise > a,, serisi mutlak yakinsaktir.

1.9. Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler y = f(z) olmak lizere y’ nin tiirevi veya tiirevleri alinmis fonksiyon
bulunduran denklem tiirlerine denir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiindeki amac ise tiirevi

alinmis olan bu y = f(z) fonksiyonun tespit edilmesidir.

1.9.1. Diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi

Diferansiyel denklemler dort ana baslik altinda siniflandirabilir.

» Adi diferansiyel denklemler ya da kismi diferansiyel denklemler

- Adi diferansiyel denklemler tek bagimsiz degiskenli fonksiyonlarin tiirevlerini iceren

diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemler

"

F(z,y,y,y ,y ,...,y")=0

olarak gosterilir.



- Kismi diferansiyel denklem, birden fazla bagimsiz degiskenli fonksiyonlarin tiirevle-
rini iceren denklemlere denir.
Ornek:
0z 0z
x% + :Cya—y = xyz

¢ Mertebesine gore diferansiyel denklemler
Diferansiyel denklemdeki tiirevlerin en yiiksek mertebesine diferansiyel denklemin mer-
tebesi denir.

* Homojen olan ya da homojen olmayan diferansiyel denklemler

F(z,y,y,y" ,y",...,y") = 0fonksiyonu,y,y ,y ",y ,...,y" ifadelerinin her birine gore

dogrusal oldugunda diferansiyel denklemi

Yy + pr(2)y" "+ pa(@)y" TR - paci (@)Y 4 pal()y = f(2)

olarak yazilabilir. Bu denkleme n. mertebeden dogrusal diferansiyel denklem denir. Belirli
bir aralikta tanimli p; (x) fonksiyonlari (i = 1,2, ..., n) diferansiyel denklemin katsayilary,
f(z) fonksiyonu bagimsiz terim diye adlandirilir. f(z) = 0 durumunda denkleme homojen
diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Sag taraf sifira denk degilse homojen olmayan

diferansiyel denklem adi verilir.

¢ Dogrusal olan ya da dogrusal olmayan diferansiyel denklemler

Yy 4+ pr(2)y" T+ pa(@)y" R pasi (@)Y 4 pal()y = f(2)

denkleminde tiim p;(x) fonksiyonlar1 (i = 1,2, ..., n) sabit oldugunda bu denkleme sabit
katsayili n. mertebeden dogrusal diferansiyel denklem adi verilir. Bir diferansiyel denklem
dogrusal degilse bu defa n. mertebeden dogrusal olmayan diferansiyel denklem olarak

adlandirlir.

1.9.2. Birinci dereceden diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri icin bazi1 yontemler

Tanim: n sayida keyfi sabite bagh y = ¢(x,Cy,Co,. .., C,) fonksiyonu, diferansiyel denklemi
sagliyorsa ve varsa baslangi¢ kosullarinin her birine gore tek degerli olarak bulunabiliyorsa y =
¢(z,C1,Cy, ..., C,) fonksiyonu diferansiyel denklemin genel ¢dzlimiidiir denir. Sabitlerin ¢esitli

degerlerinde, genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere 6zel ¢oziimler denir.

¢ Ayrilabilir diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri

M(z)N(y)dz + P(2)Q(y)dy = 0



seklinde yazilabilen denklemlere degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemler denir.
N(y) # 0ve P(z) # 0 olan yerlerde her iki taraf N (y).P(z) ile boliinerek

M@, QW
Pla) @ T Ny =

M(z) Q) ,
(/m@“+/N@@‘C

integralleri yazilabilir. Bu integraller alinarak genel ¢6ziim elde edilir.

0

esitligi elde edilir. Buradan

Tam diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri

M (z,y) ve N(z,y) analitik diizlemde herhangi D bolgesinde gerekli kosullar1 saglayan
fonksiyonlar olmak lizere

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (D)
diferansiyel denklemi

My(z,y) = No(2,y) (2)
sartini sagliyorsa (1) denklemine tam diferansiyel denklemdir denir.
Denklemin ¢ozliimii F'(x,y) = C olsun. Bu ¢6ziimiin her iki tarafin1 da diferansiyelledigi-
mizde
dF(z,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

denklemini elde ederiz. Bu denklem x degiskenine gore integrallendiginde (2) esitliginden

Fa.y) = [ Myfe.)+h(y) ()
yazilir. Elde edilen denklemin her iki tarafini 4’ ye gore tiirevledigimizde

N(z,y) = (fx My(x,y)> + CU;(;J)

y
h(y) ¢6ziimii bulunur. Son olarak h(y) ¢6ziimiinii (3) esitliginde yerine yazarsak tam dife-

ransiyel denklemin ¢6ziimiinii elde etmis oluruz.

integral carpani ile ¢éziilen diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri
Eger (1) denklemi tam diferansiyel denklem degilse
O(uM) _ O(uN)

oy Oz
esitligini saglayacak uygun bir y(x, ) integrasyon ¢arpani bulunur. Bu integrasyon ¢arpani

ile (1) denklemi carpilarak

w(z, y)M (z,y)dz + p(z, y)N(z,y)dy =0

formunda tam diferansiyel denklem elde edilir. i« integrasyon ¢arpani hakkinda daha fazla
bilgi i¢cin (Ince, 1956) kaynag incelenebilir. Yazilmis olan son denklemin ¢6zlimiine ulas-

mak icin daha 6nceden anlatilan adimlar uygulanir.



¢ Doniisiim gerektiren diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri

- Bernoulli denklemi
y +p()y = f(z)y'”, (aeR)

seklindeki diferansiyel denkleme Bernoulli denklemi denir. ¢ = 0 i¢in dogrusal denkleme
dontistir. ¢ = 1 icin dogrusal homojen denkleme ve degiskenlerine ayrilabilen denkleme

dontistr.
- Riccati diferansiyel denklemi
y +p(@)y +q(@) = f(@)y?

bicimindeki diferansiyel denkleme Ricatti denklemi denir.
Bu denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek icin uygun déniisiimler yapilarak daha 6nce an-

latilan yontemler uygulanir.

1.9.3. Adi nokta ve tekil nokta

Py(z), P1(x) ve P»(x) ortak carpani bulunmayan polinomlar olsun. ikinci mertebeden homojen

diferansiyel denklem olarak
Py(z)y” + Pu(a)y + Pa(x)y =0 (4)

alalim. Eger © = z( noktasinda Py(z¢) # 0 oluyorsa z( noktasina adi nokta denir. Py(zo) = 0

oluyorsa da zy noktasina tekil nokta denir.

* Homojen diferansiyel denklem icin

limitleri sonlu bir deger olarak bulunabiliyorsa =y noktasi (4) denkleminin diizgiin tekil

noktasidir denir.

¢ Eger bir denklemin tekil noktasi1 diizgiin tekil nokta degilse o noktaya denklemin diizgiin

olmayan tekil noktasi denir.



1.10. Gamma ve Beta Fonksiyonlarinin Bazi Ozellikleri
1.10.1. Gamma fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri

Gamma fonksiyonu Euler integrali ile karmasik diizlemde z € C,
I'(z) = / t*~le7*dt (5)
0

olarak genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir. Bu integral Re(z) > 0 i¢in yakinsaktir

(Taseli, 2003). Gamma fonksiyonunun sagladig esitliklerden bazilar1 asagida bulunmaktadir.

e T(1)=1

I'(z+n)

e I'(241) =2'(2) ve F(Z):Z(Z+1)(Z+2),..(z+n—1

. n=123,...
)

 n negatif olmayan tam say1 olmak tizere I'(n + 1) = n!

1.10.2. Beta fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri

Beta fonksiyonu kompleks diizlemde z,y € C,

1
Blx,y) = /0 t*" 11 —t)y"'dt Re(z) > 0, Re(y) > 0 (6)

olarak genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir. Beta fonksiyonunun bir diger tanimi da

['(z)l'(y)

S Yo}

olarak verilir.

» Beta fonksiyonu degiskenlerine gore simetrik bir fonksiyondur. Yani,

B(x7y) = B(y,x)

esitligini saglar.
Gama ve Beta fonksiyonlar1 hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Altin, 2011) ve (Abramowitz, 1970)
kaynaklarina bakilabilir.



2. Boliim

HiPERGEOMETRIK DIiFERANSIYEL DENKLEM

2.1. Pochhammer Sembolii

B gercel ya da kompleks bir sayi, n ise sifir ya da pozitif bir tam say1 olmak tlizere,

(B)n = BB+ (B +2)..(B+n—1) (7)

ifadesi Pochhammer sembolii olarak biliniyor (Altin, 2011). Pochhammer sembolii 3’ dan bas-
layip birer artirilarak » tane terimin ¢arpimi olarak ifade edilir.

I" fonksiyonunun I'(z + 1) = 2I'(z) 6zelligini kullanilarak

h = =
(Bl = BE+1) = (En(+1) = —E D a1 = HEED
(Br = BE+E+D = (E(+2) = oD (549 - TELD
adimlar1 devam ettirildiginde (5,.),
(Bl = Bas(B+n - 1) = 0D 54—y - LD @

olarak yazilir. Burada () = 1 0zel olarak kabul edilmektedir. Bu durumda Pochhammer sem-
boli, (7) ve (8) esitlikleri kullanilarak
I(8+n)

(9)

formunda tanimlanabilir.

2.2.Hipergeometrik diferansiyel denklem ve hipergeometrik fonksiyon

Genellestirilmis hipergeometrik diferansiyel denklem, 7(z) derecesi en fazla 1 olan polinomu,

o(z) ve o(z) derecesi en fazla 2 olan polinomlari ile

7 - ’ 5(2’) ’ du
—u =0 = — C 10
o(z)u +7(2)u +J(z)u . (u 7,07 € ) (10)
seklinde yazilabilir. Son denklemde u = ®(z)y doniisiimi uygulanarak
o(2)y +7(2)y + Ay =0 (11)
hipergeometrik diferansiyel denklem elde edilir. Hipergeometrik denklemin ¢6ziimlerine hiper-
geometrik fonksiyon adi verilir. o, 3, ve y sabit olmak iizere hipergeometrik fonksiyon o F (o, 3; ; 2)

sembolii ile gosterilir (Taseli, 2003). o F («v, B;7; z) fonksiyonu

2Fi(a, B 5 2) = Zif



biciminde kuvvet serisi ile yazilir (Abramowitz, 1970). Burada o F} («, 3; y; z) gosterimi; yazilan
kuvvet serisinin degiskeninin z, payinda («),, ve (§),, olmak tizere iki tane ve paydasinda bir
tane (), Pochhammer sembolii bulundugunu ifade etmektedir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu, «, 5 ve v parametrelerinin bazi 6zel degerleri icin elementer

fonksiyonlar cinsinden yazilabilir. Ornegin:

1

—log(1+2) = 2Fi1(1,1;2;—2)

z
(1-2)"" = 2Fi(o,1;152)

113

- ; — F(Z. 2.2 2)
Zarcsmz o F1 2,2,2,2
1 1 3
o = F (771777_ 2)
Zartanz o F7 5 5 z

Teorem 2.1. (Taseli, 2003) : Hipergeometrik tipteki fonksiyonlarin biitiin tiirevleri de yine hi-
pergeometrik tipte fonksiyonlardir.

Kanit: Hipergeometrik diferansiyel denklemin z bagimsiz degiskenine gore tiirevi alindiginda
o2y +o2)y +7 )y +1=)y +M\ =0

denklemi elde edilir. Bu denklem g’ nin tiirevlerinin mertebesine gore diizenlediginde
o(2)y + (0 () +7(2)y + A +7(2)y =0

bigiminde yazilir. Bu asamada y'(z) = wv1(z) olarak tamimlandiginda ikinci ve Gi¢iincii merte-
beden tiirevleri de 4" (z) = v}(z) ve y" () = v] (2) biciminde yazilir. Son yazilan denklemde
g1 = A + 7 (2) ifadesinin sabit oldugu ve 7 (z) = o' (z) + 7(z) ifadesinin de derecesi en fazla 1

olan polinom oldugu bilinmektedir. Bu durumda,
o (=)0} (2) + 71(2)0) () + s (=) = 0

denkleminin de hipergeometrik tipte bir diferansiyel denklem oldugu goériilmektedir. Yazilmis
olan son denkleme tekrar tiirev alma islemi uygulandiginda elde edilecek denklem yine hiperge-
ometrik tipte diferansiyel denklem olacaktir. Bu durumda tiirev alma islemi devam ettirildiginde

timevarimla, y"(z) = v, (z) i¢in hipergeometrik diferansiyel denklem tipinde

1"

1>

()0 (2) + Ta(2)0, (2) + pnva(2) = 0, vy 2y (12)
bir denkleme ulasilir. Buradan = 1,2, 3, ... i¢in 7,(2) ve un(z) igin
T0(2) = 0'(2) + To1(2) = na’ (2) +7(2) ,70(2) 2 7(2)

(13)

"

i /].
n(2) = Hn-1(2) + 700 (2) = Ak Snn = D)o,y po(z) = A

11



esitlikleri yazilabilir.

Teorem 2.2. (Taseli, 2003) :
a(2)y +7(2)y +ry =0

hipergeometrik difereansiyel denklemi

/ 1 1

A=\, =—n7 (2) — §n(n —1)o (2) (14)

ozel degerleri i¢in y(2) 2 yn(z) polinom ¢oziimlerine sahiptir.

Kanit: (12) denkleminde p,, = 0 kabul edilirse v,, = Cj sabit ¢éziimiine sahiptir.
vn =y"(2) = Co
esitligi art arda integrallenerek

y"(2) = Coz+Cy

C
y"_Q(z) = 70Z2 + 012: + CQ
C C
y”_3(z) = Foz?’ + 7122 + Coz + C5
y = ap"+a12" T4 a2" 4. 4 an iz +an
= y"(2)

biciminde n. dereceden polinom elde edilir. iz,, = 0 kabulii
! 1 17
A+nt +§n(n—1)0 =0

denklemi ile

"

A=Ay = —nr(2) %n(n — 10’ (2)

olmasini gerektirmektedir. Bu da teoremin ispatini tamamlamaktadir.

Rodrigues formiilii (Taseli, 2003):
z bagimsiz degiskenine bagli p(z) ve p,(z) analitik fonksiyonlar olsun. p(z) fonksiyonu ile (11)
denklemi p,,(z) ile de (12) denklemi ¢arpilarak

p(2)o(2)y" + p(2)T(2)y + Ap(2)y =0

"

pn(Z)O'(Z)Un(Z) + pn(z)Tn(Z)U;L(Z> + pn('z)ﬂnvn(z) =0
olarak yeniden yazilabilmektedir. Bu denklemlerin self-adjoint formlari

’

(@(2)p(2)y ) +Ap(z)y =0 , A=, (15)

12



ve

esitlikleri alinarak

() (o@en(2)
Pn
o) — Lol
p
seklinde yazilir. Son yazilmis olan iki esitlik ile 7, = no’ (z) + 7(2) ifadesi kullanilarak
LETC) SRR CTC)

formunda yazilir. Burada esitligin her iki yanindaki tiirevleri alindiginda

’ /

o @onle) + o) _ iy 4 7 G +o () )

Pr, p

elde edilir. Buradan islemler devam ettirilerek diizenlendiginde

p;/L(Z) = —O'/ z nO'l z O'/ z oz p/(Z)
o(z) o - (2) +no (2) + 0 (2) +0(2) )
pm(z) _ o) PR)

pno(z)  p
denklemine ulasilir. Denklemin ¢6ziimii, her iki tarafin integrali alinarak
In(p,(2)) = nln(o(2)) + In(p(=))
esitliginden
pu(2) = " (D)p(z), n=0,1,2,.. ve po(z)=p(2)

biciminde elde edilir. Ayrica

o(2)pn(2) = " (2)p(2) = prs1(2)

Up = Unt1
esitlikleri kullanilarak self-adjoint formda yazilmis olan (16) denklemi
(Pn—l-l(z)vm—l(z)), + pinpn(2)vn(2) = 0

olarak diizenlenir. Bu denklemden

pn(2)vn(2) = ——(pn+1(2)vnt1(2))

(16)

(17)



elde edilir. Burada m < n icin ardisik olarak tiirevlendiginde

pul@Un(z) = = (o1 () = = (puraInsa(2))
S e A
T bl Pm+2\2)Um+-2\2
R ! (Pt (2)0mn (2))

HmMmA41.- - Um4n—1
elde edilir. Son esitlikte n yerine n — m alinirsa

Dom(z) = (=1)™ 1 2)on(2)) =)
Pm(2)vm(2) (-1) MmHm-&-ln-,Un—l(pn( Jun(2))

)y Oty ()
( ) NOMl---NleJrl(p ( ) ( ))

—1)™) oy o .
- (n<) [t At (pn(2)un(2))"™
(=)™ popun - - prafims1 - - - -1

biciminde yazilarak
Am dn—m
pm(2)om(2) = 2= ———

olarak diizenlenir. Burada

Aj(N) = (1Y _gur(N), Ao =110 = A
olarak alinir. pu,, = 0 ve y,(Ln) = v, ifadesi sabit oldugu i¢in eger y(z) = v, (z) derecesi n olan bir

polinom ise bu durumda vy, (z) = yém)(z) olur. Buradan

App, d™™™
_ ,(m) - B mn Pn
Um(Z) Yn (Z) npm<z) dzn—m
esitligi elde edilir. Bu esitlikte
(n)
Un Yn (Z) .
Amn = Am n)s Bn = = =
(An) oW A sabit
alimmustir. Ozel olarak m = 0 oldugunda hipergeometrik fonksiyonlarin agik gésterimi
1 dr
n(z) = Bp———(o" , =0,1,2,... 18
() = Bu s (0" (pl) , n=0 (18)

formunda yazilabilir. Yazilmis olan bu son ifade Rodrigues esitligi olarak bilinmektedir.

Teorem 2.3. (Cauchy integral teoremi) (Taseli, 2003):
f basit, baglantili R bolgesinde analitik fonksiyon ve C, R’de basit kapali bir egri olsun. Eger z,
C 'nin icinde bir nokta ise

f(n)(z) _ n! f(S)

—% Cmds,neN

olarak yazilir. Bu integralde 6zel olarak n = 0 alinirsa,

L),

" 21 Jo (s 2)

f(z)

14



ifadesi elde edilir. Buradan Rodrigues formdilii ile elde edilen polinom c¢6ziimlerine Cauchy in-

tegral teoremi uygulandiginda,

Cp o™ (s)p(s) n! ,
n = d 5 n — 7.Bna Bn b ta
)= G+ On= g sab

integraline ulasilir. Bu integralde, Teorem 2.3’ teki denklemi saglamasi kosuluyla n yerine v ya-

R 7 B OO
y(2) = yu(2) p(z)/c(s_z)yﬂd (19)

zildiginda

integrali elde edilir.

Teorem 2.4 (Taseli, 2003):
v degiskeni
/ ]_ "
)\+TV+§V<I/—1)U =0

denkleminin kokleri olsun. z bagimsiz degisken olmak iizere
ue) = [ Lt () = ()
$ (s _ 2)u+1 )

fonksiyonunu alindiginda u(z) fonksiyonunun z bagimsiz degiskenine gore birinci ve ikinci mer-

tebeden tiirevleri

u'(z) = (V_i_l)/ca”(s)p(s)ds

(s — z)v+2

u (2) = (V—i—l)(u—i—Q)/aV(S)p(S)ds

c (s —z)p*3

biciminde yazilir. Ayrica sinir noktalari s; ve sg olan dyle bir ¢ egrisi se¢ilmelidir ki

o (s)p(s)
(8 _ Z)Z/+2

=0 (20)

S1

esitligini saghyor olsun. Bu sartlar saglanirsa (11) esitliginde verilen hipergeometrik diferansi-

yel denklem

u(z) (21)

formunda ¢oziime sahip olur.

Kanit: Hipergeometrik diferansiyel denklem (11) ile verilmisti.
T,(s) =7(s) + VO'/(S)
ve

[o(s)pu(s)] = 7(s)pu(s) (22)
pu(s) = a"(s)p(s) (23)



olmak tizere self-adjoint formda
(opy) +Apy =0

yazilabilir. s # z olmak lizere W carpant ile (23) esitliginin her iki tarafi ¢arpildiginda

) sy = )] o

formunda yazilir. Elde edilen esitlikte, s degiskenine gore ¢ boyunca her iki tarafin integrali

TV(S)pV(S) — o(s S IL
[ e s = [oenel =

olarak alinir. Yazilan son esitligin sag tarafi kismi integrasyon ile hesaplandiginda

(v+ Q)Awds (24)

(s —z)pt3

52

/TV(S)py(S)d ~ Tw(8)pu(s)
é

(s — Z)u+2 - (s — Z)u+2
51

ifadesine ulasilir. Teoremin hipotezinden, sinir terimleri i¢in p,, = ¢"p tiirevleri yok olur. Ayrica
s = z noktasinda Taylor serisi ile o(s) ve 7,(s)

0_// z)

o(s) = o(2)+0(2)(s—2)+ (s — 2)?

T(s) = T(2) +7(2)(s - 2)

"

olarak yazilabilir. Elde edilen o'(s), 7, (s) ve (24) esitligi ile teoremde verilmis olan u., v (z), " (z)

esitlikleri kullanilarak

v—2 u

o) + 20 (2) —T(2)]u — (v +1) 50 (2) + TI(Z)]U =0

denklemi yazilr. o’ = 7 oldugundan

[(op)y] = (op) y +opy

6zdesligi kullanilarak

apy = (opy) — (op)y = [o(py)] — o (py) = [o(py)] — 7(py)

esitligi yazilabilir. Bu esitlik, py yerine ¢, u yazilarak

’ ’ /

opy = [ocyu] — Ty, = ¢ ](ou) — Tul (25)

biciminde diizenlenebilir. Elde edilen son esitligin her iki tarafinin tiirevi alindiginda

- 20"(7;) + T/(z))u + [O'I

" !

(opy) = colow)” — (ru)] = e | (v + 1) (2) = 7' ()]

esitligi yazilir. Gerekli islemler yapilarak

’

’ ]_ " ’
(opy) = ¢ |:§V(V —1)o +vr }u

= —=Acu=—A\py

16



esitligi elde edilir. Yani hipergeometrik diferansiyel denklem self-adjoint formda

(opy) +Apy =0

biciminde yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.3. Hipergeometrik Diferansiyel Denklem Cesitleri

Genellestirilmis hipergeometrik diferansiyel denklemin 6zel bir hali olarak bilinen hipergeomet-
rik diferansiyel denklemde 7(z)’ in en fazla birinci dereceden polinom ve o(z)’ in ise en fazla
ikinci dereceden polinom olduklari biliniyor. o(z) polinomunun derecesine gore hipergeomet-

rik diferansiyel denklemin li¢ farkli durumu olusmaktadir.

2.3.1. Gauss hipergeometrik diferansiyel denklem

a ve b birbirinden farkh sabitler olmak tizere o(z), ikinci dereceden polinom olarak

0(z) = (2 —a)(b — z) alinirsa s degiskenine bagh
z=a+(b—a)s
doéntisiimii ile «, 3, v gercel veya kompleks sabitler olmak tizere (11) denklemi
s(l—s)y +[y—(a+B+1)sly —aBy=0 (26)

formunda elde edilir. Gauss hipergeometrik diferansiyel denklem (1813) olarak bilinen bu denk-
lemin 0, 1 ve oo olmak tizere diizgiin ti¢ tekil noktasi1 vardir. Gauss hipergeometrik diferansiyel
denkleminin her bir tekil noktasi i¢in dogrusal bagimsiz iki ¢éziimii vardir. Bu durumda diizgiin

ic tekil nokta icin bulunacak her bir 6zel ¢6zlim asagidaki gibi yazilir:

1. z = 0 noktasi etrafinda, eger ~ tam say1 degilse iki bagimsiz ¢6ziimii vardir:

2 F1(a; B57; 2)

z(1 =7 Fi(l+a—y14+8—-72—7;2)

2. z = 1 civarinda, eger (v — o — 3) bir tam say1 degilse iki bagimsiz ¢6ziimi vardir:

oFi(o; Bi1+a+ 5 —7;1—2)

Zle—a—=PBpFi(y—ay—=531+y—a—-[F;1-2)

17



3. z = oo civarinda, eger (o — ) bir tam say1 degilse iki bagimsiz ¢6ziimii vardir:

z_o‘gFl(a;1+a—'y;1—l—a—ﬂ—y;z_l)

PR (B1+ 8-y 1+ 8 —a;27Y)

2.3.2. Hermite hipergeometrik diferansiyel denklem

o(z) polinomu, z degiskeninden bagimsiz bir sabit olarak o(z) = 1 alinsin. a ve b birbirinden
farkl sabitler olmak tizere (11) denkleminde z = a + bs d6éniisiimi yapilarak v gercel veya
karmasik sabiti ile

y" — 28y’ +2vy =0

Hermite denklemi elde edilir (Taseli, 2003).

2.3.3.Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem

o(z) polinomu, z degiskenine bagh birinci dereceden polinom olarak o(z) = (z — a) bigiminde
alinsin. a ve b birbirinden farkli sabitler olmak {lizere (11) denkleminde z = a + bs donlislimii
uygulanarak

sy’ + [y —sly +ay=0

konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem elde edilir (Taseli, 2003).

18



3. Bolim

KONFLUENT HiPERGEOMETRIK DIFERANSIYEL DENKLEM

Bu boliimde, hipergeometrik diferansiyel denklem cesitlerinden konfluent hipergeometrik dife-
ransiyel denklem ve bu denklemin ¢éziimlerinin elde edilmesi incelenecektir. Konfluent hiper-
geometrik denklemin olusturulmasi ve ¢ozlimlerinin elde edilmesi asamalarinda (Taseli, 2003),

(Altundag, 2020) ve (Polat, 2004) kaynaklarindan faydalanilmistir.

3.1. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklem

(11) esitligi ile verilen hipergeometrik diferansiyel denklemde en fazla ikinci derece olan o(2)
polinomu o(z) = (z — a) olarak alinip a # b olmak lizere (z = a + bs) donlisiimii uygulansin.
Bu déniistimii yapmak i¢in

s = 1(z —a)

b
yazilir. Dikkat edildiginde y bagimh degiskenin z degiskenine ve 2z’ nin de s degiskenine bagh
oldugu gorilmektedir. O halde y degiskeninin z degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden
tiirevleri zincir kurali yardimiyla
dy _ dyds
dz ds dz

d%y d?y <d8>2 dy d?s

dzy ds2\dz) ' dsdz?
uygunlanirsa
dy _ Ldy
dz bds
¢y _1dy
dz? b2 ds>

olarak elde edilir. Derecesi en fazla bir olan 7(z) polinomu z = a noktasinda birinci dereceden
Taylor serisine acilirsa
7(2) = 7(a) + 7'(a)(z — a)

elde edilir. Bu seri agilimi ve o(z) = (z — a) polinomu hipergeometrik diferansiyel denklemde

yerlerine yazilarak
d*y : dy
(2 — a)d22 + [r(a) + 7' (a)(z — a)]a +Xy=0

elde edilir. Onceden elde edilen birinci ve ikinci mertebeden tiirevler ile (z = a + bs) doniisiimii

yerlerine yazildiginda denklem,

+ [r(a) + 7' (a)(a + bs — a)}%% +Ay=0

1 d?%y
((I+ bS — (I)b*@
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biciminde olur. Elde edilen son denklem y degiskeninin tiirev mertebesine gore diizenlendiginde

1 d%y , 1dy
(bs)?@ +[r(a)+ T (a)(bs)]g% +Ay=0

ifadesi olusur. Son denklem b sabiti ile carpildiginda
sy’ +[7(a) + 7 (a)bsly + Aby =0

/ / 1
olarak yazilir. Bu denklem 7 # O ise ve 7 b = —1 alindiginda b = —— olarak yeniden diizenle-
T

nerek

" / A
sy +lr(a) —sly — 5y =0
L A y
biciminde yazilir. Son olarak 7(a) = v, @ = — alindiginda
T
sy +ly—sly —ay=0 (27)

konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem elde edilir.

3.2. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemin C6ziimii

Genellestirilmis hipergeometrik diferansiyel denklem i¢in uygulanmis olan v = ®(z)y donii-
stimi, (11) ile verilmis olan hipergeometrik diferansiyel denklem icin de gecgerlidir. Konfluent

hipergeometrik diferansiyel denklem, z bagimsiz degisken olmak iizere
2u’ + (v— z)ul —au =0 (28)

biciminde yazilir. Bu denklem ile genellestirmis hipergeometrik diferansiyel denklem karsilas-

tirildiginda

/

o(z)=z,0(2)=1,7T(2)=y—2,0(2) = —az (29)

oldugu goriilir. Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemde v = ®(z)y doniigimiinii uy-

gulamak icin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri
U =@ (2)y + 0(2)y
u’ =" (2)y + 28 (2)y + B(2)y”
olarak yazilir. Bu tiirevler (28) denkleminde yerlerine yazildiginda
20" (2)y + 22 (2)y + B(2)y | + (v — 2)[® (2)y + B(2)y ] — a®(2)y = 0
olur. Elde edilen denklem y bagiml degiskeninin tiirevlerine gore diizenlenerek

2D(2)y + 229 (2) + (v — 2)2(2)]Y + [227(2) + (v — 2)®(2) — a®(2)]y = 0

1
seklinde yazilir. Son denklem, z®(z) # 0 olmak lizere 2502 ile carpilarak diizenlendiginde
" d'(2) (y—2)] . d(z) (v—2)®(2) «a
2 ——|ly=0 30
v+ D(2) * z v+ D(2) * z  z2®P(z) =z 4 (30)
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denklemi olusur. Hipergeometrik diferansiyel denklemde, derecesi en fazla bir olan ve birinci

mertebeden tiirevin katsayisi olarak yazilan 7(z) polinomunu elde etmek i¢in (30) denkleminde

®(2)  7(2) —(v—2)
2<I>(z:) N z

olarak tanimlansin. Bu esitlik
1
I(z) = 5[r(2) = (v = 2)]

olmak tizere yeniden diizenlendiginde

/

d(z) 11
®(z) 22

()~ (- 2)) = T2

elde edilir. 7(z) polinomu en fazla birinci dereceden olarak tanimlanmisty, +y sabit ve z de birinci

dereceden polinom oldugu i¢in II(z) polinomunun da en fazla birinci dereceden oldugu goriilir.
@// (Z)
P(z)

olarak (30) denkleminde bulunan terim igin

8-[38] 1%
esitliginin saglandigi

[ <I>/<z>} o [ <I>’<z>] 4 [ 2(2)%(z) - ¢'<z>¢’<z>] , [ <<I>’<z>)>2]

D(2) ®(2) (®(2))? (©(2))?
L D (2) .
yardimiyla goriliir. 3(2) icin bulunan esitlik kullanilarak
z
©'(z) _ (H(2)\ , (H(2)\2
d(z) ( ) +( z )
¢/ "
olarak yazilir. (I)((Z)) ve B Z) terimleri i¢in elde edilen esitlikler (30) denkleminde yerlerine
z z
yazildiginda
" 211( = —z / 1I(2) ./ II(z —2) (= «
J o [BD 0-9) [y, M8, 0916 e,
z z z z z z z

elde edilir. Son denklem, iiciincii terimdeki katsayida bulunan tiirev islemi uygulanilarak

R R e R e [

seklinde yazilip diizenlendiginde

" [ 2I(2) + (v — 2) +] I2(2) + I(2)(y — 2 — 1) + 2(IT (2) — a)

2 ]y:O

biciminde elde edilir. Bu denklem ile hipergeometrik diferansiyel denklem karsilastirilarak (=)

y +

y'+[
z

ve g(z) icin

(31)



esitlikleri yazilabilir. Daha basit bir yazilim elde etmek i¢in g(z) polinomu o(z) = z polinomu-
na boliinebilecek sekilde A sabit olmak iizere g(z) = Az biciminde secilsin. Bu secim ile (31)

denklemi birlikte kullanildiginda
I1%(2) + (v — 2z — DII(z) + 2(IT (2) — @) = Az
esitligi yazilarak diizenlenirse
12(2) 4+ (y — 2 — DI(2) + 2(I (2) —a — A) =0

denklemi elde edilir. Bu denklem II(z)’ e gore ikinci dereceden denklemdir. Olusturulan denk-

lemin ¢6ziimleri, ikinci dereceden denklemin bilinen ¢6ziim yontemleri ile

H(z):—( y—z—=1)F /(v —z;l —4(I'(2) —a— M)z

olarak yazilabilir. Yazilan ¢6zlim,

H(z):_(7_22_1)$\/(’Y—Z—1)2—4iﬂ(2)_a_/\)z

formunda diizenlenir. Burada, k = H'(z) — a — A olarak tanimlanip yeniden diizenlendiginde

n@)——”‘j‘”:F\/(”_;_lf—kz (32)

elde edilir. o, \, IT'(2) sabit olduklarindan % da sabittir. II(z) lineer bir ifade oldugu icin (32) ile
verilen ifadedeki karekokiin icinin bir tamkare olmasi gerekmektedir. Bu durum karekok igin-
deki ifadenin diskriminantinin sifir olmasini gerektirir. Aksi halde II(z)’ in lineer olmayacagi

kolaylikla goriiliir. O halde, karekokiin igine P»(z) denilirse

V_Tz_l)? —kz = 1[(7 B %[22 11—y — 2K)2 + (1 — )7

PQ(Z):( 4

elde edilir. £ sabitinin esitini bulabilmek P (z)’ in diskriminant: sifira esitlendiginde,
201 — 5 — 20)2 —4(1 =) = 0
elde edilir. islemler devam ettirilerek
4kl — (1 =) =0 (33)
denkleminden k; = 1 — « ve ko = 0 olarak elde edilir. Buradan k1 = 1 — v i¢in P»(z) ¢oziimii
Pye) = {2 420 -7 = 2= et (=P = 2+ (1= (4
ve ko = 0 igin P»(z) ¢ozimi

Pa(z) = 3122 +2(1— 1)z + (19 = 32+ (1= )P (35)

4
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olarak elde edilir. Bu iki ¢6ziimiin ayn1 oldugu goriilir. £, = 1 — ~ degeri i¢in olabilecek I1(z)

¢ozlimleri (32) denkleminden

() = g{z+ (1) F e~ (1 -}

lineer olarak hesaplanir. Elde edilen II(z) lineer ifadesi ve

!

@ (z) _ T(z)
D(2) z

diferansiyel denkleminin yardimiyla ®(z) fonksiyonlar1 hesaplanir. Burada F durumlarina gore

farkli iki I1(z) degeri ile hesaplanan ®(z) fonksiyonlarinin elde edilmesi incelendiginde:

e 1. Durum .
Iz)=s{z+ 1= -[=0-}=1-7
olup;
() _1-1v
D(2) z

diferansiyel denklemi ¢oziillirse ¢ sabit olmak iizere

(2) = c.2' 77
fonksiyonu elde edilir.
e 2.Durum
1
(z) = 5{z+ (1 -7+ - (1 -]} =2
olup;
d'(2) =z
H = = —
(2)=2 , 3 -

diferansiyel denklemi ¢oziillirse ¢ sabit olmak iizere
O(z) =c.e”

fonksiyonu elde edilir. Kolaylik saglamasi icin ¢éziimlerdeki ¢ sabitinin degeri bir alinarak

devam edilecektir.

Birinci durumdan elde edilen II(z) = (1 — ) ¢6ziimii (31) denklemi ile verilen 7(z) ve g(z)

polinomlarinda yazilarak (29) denkleminde tanimlanan o(z) = z polinomuna béliiniirse

7;(2):2(1—7)—1—7—,2:2—7—2
28 ==+ (-2 =) + ()] =y -1

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ve o(z) = z polinomu (11) denkleminde yerlerine yazilarak

Q

2y +[2-9) -2y —(a—v+1)y=0 (36)
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denklemi olusturulur. Burada ~' ve o’ sabitleri

o =a-— v+1
olarak tanimlansin. Bu sabitler (36) denkleminde yazilarak
2wy + 0 =2l —ay=0 (37)

kanonik formda yazilmis olur. ikinci durumda elde edilen I1(2) = z ¢oziimii (31) esitliklerinde

kullanilarak ayni adimlar uygulandiginda

T(2)=2z4+7y—2=7v+=2

o(z (38)
UEZ§ :%[22"‘(7_2—1)24-(—042)-&-2]:7_a

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ve o(z) = z polinomu (11) denkleminde yerlerine yazilirsa

2 +(r+2)y +(r—a)y=0 (39)

denklemi elde edilir. Fakat bu denklem, (28) denklemi ile karsilastirildiginda konfluent hiper-
geometrik diferansiyel denklem olmadig1 goriiliir. Bu asamada ¢ = —z donilisiimii uygulansin.
Burada y bagimli degiskenin ¢ degiskenine ve ¢ nin de z degiskenine bagli oldugu goriilmektedir.

Dolayisiyla déniisiim i¢in gerekli tiirevler

dy _dydt __dy o dy &y

dz  dtdz  dt  d22 de?
olarak elde edilir. Bu tiirevler (39) denkleminde yerlerine yazilarak

2

L+ o () (- D) + (- a =0

elde edilir. Bu denklem —1 ile ¢arpilarak diizenlenirse
ty +(y—t)y —(y—a)y=0
elde edilir. v = 7" ve ¥ — @ = " sabitleri tanimlanarak son denklemde yazilirsa
ty' +(y =ty —a'y=0 (40)

kanonik formu elde edilir. Gorildiigu gibi u; (z) = g(«, v, 2), konfluent hipergeometrik diferan-

siyel denklemin bir ¢6ziimii ise (37) ve (40) denklemlerinden de elde edilecek birer ¢oziimle;

ul(z) = g(a,’y, Z)
uz(2) = 2 Vgl — vy + 1,2 — v, 2) (41)

z

uz(z) = e*g(y — o, 7, —2)
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konfluent hipergeometrik denklemin ¢oziimleri olarak bulunur. us(z) ve ugz(z) ¢oziimlerinde
¢arpan olarak yazilan 2! ~# ve e* ifadelerinin u = ®(z)y déniisimden geldigi agik¢a goriilmekte-
dir. u1(2) ve uz(z) ¢oztimleri konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin lineer bagimsiz

iki ¢oziimiidir. A; ve B sabitleri ile genel ¢6ziim,
u:Alg(O‘f}/v Z)+BIZ1_79(Q_’7+172_77 Z) (42)

olarak yazilir. Daha 6nceden elde edilen ®(z) ¢oziimlerindeki c sabitinin burada A; ve B; sabit-
lerine dahil oldugu goriiliir. uz(z) ¢6ziimii i¢in konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin
integral gosterimleri boliimiinde detayl agiklama yapilacaktir. k; ve ko degerleri igin hesaplan-

mis olan P, ¢oziimleri esit oldugu i¢in ko icinde ayni ¢dztimler bulunacaktir.

3.3. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemin Céziimiiniin integral

Gosterimleri

Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin wu; ve ug ¢ozlimlerinin integral gosterimleri
bu boéliimde agiklanacaktir. (28) ile verilen konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemde

o(z) =z,7(2) =y — 2z A = —a oldugu gorillmektedir. ¢ (z) , 7(z) polinomlar1 kullanilarak

esitligi ile p(z) fonksiyonunun hesaplanmasi yapilmaktadir. Denklemde tiirev uygulandiktan

sonrao(z) = zve 7(z) = v — z yerlerine yazilarak diizenlendiginde

diferansiyel denklemi elde edilir. Olusturulan diferansiyel denklemin her iki tarafi C egrisi bo-

[5G [(5E-Ye

denklemi elde edilir. Integral icinde yapilan diizenleme ile

/ci((j))dz = /c (* - 2)d

olusan denklemde islemler siirdiiriildiigiinde

yunca integre edilerek,

In(p(2)) = In(z) 7Y — In(e)®

¢oziimii yapilarak p(z) = e~?27~! olarak elde edilir. Bulunan p(z) ifadesi (20) ile verilen kosulda

yazildiginda

52
8—a+16—ss'y—1

(s — z)—at2
S1

=0
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islem stlirdtrilerek
52

7% s —2)* 27| =0
S1

esitligi elde edilir. C e8rileri s;, s3 noktalarini birlestiren dogrular olarak alinabilir.

e 1.durum
s1=0,s9=2; s=zt, 0<t<1, Re(y)> Re(a)>2

e 2.durum
s1=2z,8 =00; s=2z(1-t), 0<t<oo, Rela)>2

Burada v, Teorem.2.4’ e gore
/ ]_ 1"
)\+TV+§I/(V—1)O' =0

denkleminin kokleridir. Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemde

!/

T(2)=7y—2,7(2) =—1

ve

"

o(z)=z20 (2)=0, A= —«
oldugundan denklemde yerlerine yazildiginda,
—a—1lv+ %V(V -1).0=0
denkleminden
V=—«

olarak elde edilir. s = zt egrisiile verilen birinci durumda u; (z) = g(«, v, z) ¢dzlimiiniin integral

gosterimi (19) denkleminden;

Cy s™% 871 - (2t) =% (2t)7~ 1
ui(z) = gla,7v,2) = e /c 5 Z)_a+1ds =Cye’z 7/c (ot — 2)-o zdt

— Cyezzl—w / Z—a-l—’y—l—i—a—l-l—l(l _ t)a—lt—ae—i—v—le—ztdt
C

1
= C’(oz,’y)e‘z/ (1 -ty tr—arle==tqs (43)
0

olarak elde edilir. C'(«, v) normalizasyon sabiti olup u; (0) = 1 esitligi ile

Cla) = 5o =

Blay—a)  T(a)l(y - )

olarak secilmistir. Bu secim ¢dziimii normalize etmeye yarayacaktir.

1
w1 (2) = g, 0) = C(a,7) /0 (1= )o-lp—o—lgs = 1
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S fonksiyonun tanimindan

1
Bon—a)= [ a—nrteeta

yazilabilindigi goriilmektedir. u; (z) i¢in elde edilmis olan ¢6ziimden faydalanilarak (41) denk-
lemindeki us(z) ¢oziimiiniin integral gosterimi yazilabilir. Bununiginaa =a — v+ 1,7y =2 — v

yazilarak us(z) ¢ozimii

1
us(z) = 27 7gla—y+1,2—7,2) = C’(a,’y)zl_wez/ (1 — )izl —aty=1=1o=2t gy
0

1
= C(a,y)zl’w/ (1—t)* "t % #dt, 1—-v#0 (44)
0

biciminde elde edilir. Bulunan wu;(z) ve ua(z) ¢oziimleri konfluent hipergeometrik diferansiyel
denklemin lineer bagimsiz iki ¢6ziimiidir. Yine (41) denklemindeki u3(z) ¢ozimi uq(z) ¢ozii-
miinlin integral ¢6zlimiinden faydalanilarak hesaplanabilir. Bunun icinde o« = v — a, 2 = —2

olarak yazilirsa

1
w(:) = gly—a,-2) = Clay)e [ (1-eeripmrelot
0

1
= C(a,7) / (1 — )~ bttt (45)
0

integrali elde edilir. K = 1 — v ve ky = O icin edilen P, ¢ézlimlerinin ayni oldugu 6nceki boliimde
acgiklanmistir. Buradan ky = 0 degeri ile elde edilecek ¢oziimlerin, £ = 1 —  i¢in bulunan u; (2),

uz(z) ve uz(z) ¢ozlimleriyle ayni olacag: goriliir. us(z) ¢ozimii igin
us(z) = Aui(z) + Busa(2) (46)

esitligi incelendiginde us(z) olarak elde edilen (44) ¢6ziimiinde 1 — v < 0 i¢in z — 0 yaklasti-
ginda 2!~ — oo oldugu goriiliir. us ¢éziimiinde z'~7 carpan olarak bulundugundan us — oo
olur. O halde (46) esitliginde uz(z) — oo oldugu goriiliir. Fakat (45) esitliginde z — 0 i¢in ince-
lendiginde integral ifadesi Beta fonksiyonu yardimiyla hesaplanabilir. Bu durumda ug(z) — oo

olmadig goriiliir. Bu sartlarda (46) esitliinde B = 0 olmasi gerektigi goriiliir. O halde
uz(z) = Aup(2)
esitligi elde edilir. Buna gore z = 0 degeri icin Gama ve Beta fonksiyonlar1 yardimiyla
u3(0) = Auy(0)
esitligi hesaplandiginda A = 1 olarak elde edilir. Buna gore u3(z) = wu;(z) oldugu gorilir.
9(e,7,2) = €°g(y — a7, —2)
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ile gosterilen fonskiyonel baginti KUMMER DONUSUMU (Kummer, 1837) olarak adlandirilir.
uy(2z) ¢ozimlnin verildigi (43) esitligi ve KUMMER dontigiimi kullanilarak

1
gla.2) = Clavy) [ (L= teretestay
0
esitligi yazilir.

s = z(1 —t) ile 2. durumda verilen egri Re(a) > 0, (arg(z) < ) olmak iizere,

1 oo
9,7, 2) = 1“(a)/0 (Lo e te™dt

¢coziimiinii verir. Bu ¢6ziim 2.tip konfluent hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir. Birinci
durum i¢in uygulanan adimlar, ikinci durumda verilen egri ile uygulandiginda bulunan ¢ziimiin

aslinda u; ve ug ¢oziimlerinin lineer kombinasyonu olarak yazilabildigi goriliir (Tricomi, 1947).

3.4. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemin Kuvvet Seri

Coziimleri

Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan

1
o099 = Figgry =g Jy OO

fonksiyonunun integral gosterimi 6énceki boliimde agiklanmistir. Hipergeometrik diferansiyel
denklemin ¢6zlimi olan hipergeometrik fonksiyon seri acilim olarak yazilabilmektedir. Bu bo-
liimde hipergeometrik fonksiyonun Pochhammer sembolii kullanilarak e*! fonksiyonunun

oo
=y B
mn.

n=0

seri agilimi olarak yazildig1 anlatilacaktir. Bu seri | z |< oo igin, yani biitin karmasik (kompleks)

diizlemde yakinsaktir. Olusturulan seri agilimi g(«, v, z) integral ¢6ziimiinde yerine yazilirsa

1 (i
g(a,v,2) = F(a)lli((”t/)—a)/o (1 —¢)yolgol 7;) ( i') dt

elde edilir. Bu asamada integral ile serinin yerleri degistirildiginde,

> ol
g(Oé,"y,Z) = F(Oz)l_‘r((?;)—a) nzzg)n'/o (1 — t)'yfafltnﬁrafldt

elde edilen integral ifadesinde Beta fonksiyonunun tanimindan

I+ n)I'(y — )
(v +n)

Blatny—a)=

oldugu goriiliir. Buna gore 5(« + n, v — a) fonksiyonunun esitini g(«, 7, z) i¢in yazilmis olan son

halinde yazilirsa

[(0) 552 Tlatn)lG —a)

gle,y,2) = I'(a)(y—a) n! I'(y+n)

n=0
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esitligi olusur. Toplam sembolii icinde diizenlendiginde
a4+ n)
22" T(a
g(av%z):Z* ( )

= n! I'(y+n)
I'(y)

biciminde yazilir. Pochhammer semboliintin tanimi kullanilarak («),, ve (7),, sabitleri

D(a+n) I(y +n)
Wn=—5—~"» (Vn="F~"
W= "ty T
formunda yazilir. g(«, v, z) i¢in yazilan son esitlikte («),, ve (vy),, sabitlerinin degerleri yazildi-

ginda

S (@) 2"
gla,v,2) = E — , zeC
=0 (V)n n!

elde edilir. Son esitlik ile verilmis olan fonksiyon; degisken olarak z, kesirli ifadesinin payinda
o’ nin, paydasinda 4’ nin olmak iizere birer tane Pochhammer sembolii bulunuyor. g(«, v, z)

fonksiyonu,

1Fi(os752) =)

seri gosterimi olarak da yazilabilir.

Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem; sonlu bir tekil noktasinin sonsuzdaki tekil nok-
tasi ile limit islemi uygulanarak birlestirilmesiyle (26) esitligindeki Gauss hipergeometrik di-
feransiyel denkleminden elde edilebilir. s = % donlisimi Gauss hipergeometrik diferansiyel
denkleminde uygulanarak
d*y 14+ a\ 7dy
) b (1 )2 e %
z< 6dz2+7 +/3 Zdz ay (47)

seklinde yazilir. Bu denklemin de z = 0, z =  ve z = oo olan li¢ tane diizgiin tekil noktasi vardir.

Ayrica denklemin bir ¢éziimii

z
2y (a, B E>
bi¢iminde yazilan fonksiyondur. (47) ile verilen denklemde (3 — oo) uygulandiginda

d2y

4:? —ay=0

z —i—(’y

)d
denklemi elde edilir. Denklemin ¢6ziimii i¢in 2F1( 857 = ) fonksiyonunda (8 — o) uygulan-

diginda Pochhammer sembolii ile

|M8

22
3

SRR

. K
lim o Fy (a,ﬂw; f) =1F1(a;7;2) = M(a;7;2) =
B—00 ﬁ 0

biciminde elde edilen konfluent hipergeometrik fonksiyon, mutlak yakinsak sonsuz kuvvet seri
ile yazilabilir. M («;~; z), Kummer tarafindan 1836’ da sunulan bir gosterimdir. Konfluent hi-

pergeometrik fonksiyon (Kummer fonksiyonu), hipergeometrik fonksiyonun bir sinir1 olarak da
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soylenebilir. 5 — oo limiti alindiginda yukarida elde edilen hipergeometrik denklemin diizgiin
tekil noktalarindan z = g ile z = oo birlesmis olur. Bu durumda bu nokta sonsuzda diizgiin
nokta olmaz.

Kummer denkleminin baska bir ¢6ziimii, Francesco Tricomi tarafindan sunulan Tricomi konflu-
ent hipergeometrik fonksiyon U («; v; z) olup

I'(1—7)

Pivy=1) 4_
M7 TM (o =y + 152 — 5;
F(O[_’y_l) (a7f}/7'z)+ z (a ’Y—'_ I 77’2)

Ua;v;2) = I'a)

seklinde yazilmaktadir (Tricomi, 1947).

3.5. Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonun Ozellikleri

Bazi elemanter fonksiyonlar konfluent hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir.

Bunlardan bazilan asagida verilmistir. Ornekler icin (Abramowitz, 1970) kitabindan faydanil-

mistir.
1Fi(a;2) = 1F1(1;1;2) = ¢€°
1Fila+Lo;2) = <1+i)ez
«
1F1(0;7;2) = 1

Laguerre diferansiyel denklemi olarak bilinen
2+ (y+1-2)y +ay=0
denkleminin ¢6ziimu olan Laguerre polinomlari

LY (2) = 1Fi(—osy + 132

«

biciminde yazilabilir.

Kummer z gergel sayilari i¢in

M(a;vy;2) = M(y — a;7; —2)

oldugunu gostermistir. Francesso Tricomi ise eger «, «, z gercel sayilarsa z > 0 ve v > 0 olmak
uzere

Ula;v;2) =201+ @ =732 = 73 2)

oldugunu kanitlamistir (Tricomi, 1947).
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4. Boliim

UYGULAMALAR

4.1. Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar ile Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Arasindaki Bagintilar

1
a:§—k+u ;o y=142p

sabitler olmak iizere s degiskeni ile (27) denkleminde yapilacak

doniisiim sonucunda konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin Whittaker standart sekli

olarak bilinen

d?z 1k LtFu?
fudle? _ - =0
d82+< 4+s+ 52 )Z

denklemi elde edilir (Altin, 2011). Whittakker denkleminin bir ¢6ziimii
2= 53t 3 1 Fi(a;; 9)
olarak yazilir. A ve B sabitler olmak iizere genel ¢6zimii
z = Az1 + Bz
biciminde yazilmasini saglayan z; ve zy ¢ozlimleri ise
1
21 :1F1<§ —k+M;1—M;S)
1
29 2872“1F1(— 3 —k—u;l—Q,u;s)

seklinde yazilir. Ayrica Bessel ve Modifie Bessel fonksiyonlarinin da konfluent hipergeometrik

fonksiyonlar ile aralarinda bagintilar vardir (Abramowitz, 1970).

1Fi(ogy; 52) 1

dm Ry = A2y
P E) 1
dm =y =T V)
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4.2. Tek boyutta Yalanci Harmonik Salinim i¢in Konfluent Hipergeometrik

Diferansiyel Denklem ile Genel C6ziimiiniin Bulunmasi

Schrodinger denklemi kuantum fizikte 6nemli bir yere sahiptir. Bu béliimde tek boyutta Schro-
dinger denkleminin genel ¢6ziimiiniin konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin integ-

ral ¢oziimleri ile elde edilmesi incelenmektedir.

¢ h Planck sabiti
o ) = % evrensel sabit

¢ m pargacigin kiitlesini

w frekansi

« dis alanin gliclinii

FE Kinetik enerjisini

V potansiyel fonksiyonu

¥ dalga fonksiyonunu

temsil etmek iizere Schrodinger denklemi

R d
- %W + V(IE) \I/(SU) = E\I/(x) (48)
potansiyel fonksiyonu
olan yalanci harmonik salinim olarak bilinmektedir. Schrédinger denkleminde ¢ = z? degis-

ken doéniisiimii yapilsin. Bunun i¢in ¥(z) fonksiyonunun bagimsiz = degiskenine gore birinci ve

ikinci tiirevleri

v dvdC _ dv,

de  dCdz  dC

A2 A2V sdCN2 AU d? d>U AV
— = —(—C) LAVde W, o 54
dzx? d¢? \dx d¢ dxz?  d¢2 d¢

olarak elde edilir. Ozel olarak/i = m = w = 1 degerleri alinarak V' (z) potansiyel fonksiyonu ve

elde edilen tiirevleri (48) denkleminde yazilirsa

1

2

d¥ (<)

V() , o
a2 4x° + 2 i

1 2_'_104
7‘%' [
2 2 12

+ U(¢) = E¥(C)
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elde edilir. Son denklemde ¢ = 22 yazilarak ¥(() fonksiyonuna gore diizenlendiginde

2
( )(40;22 <<)+<—§>2CZ@<<> <<+<—E>W<<>=o

1
biciminde yazilir. Elde edilen bu denklem, { # 0 olmak {izere ( — Q—C) ile carpilarak yeniden

d? 1 d 1 a E
E‘I’(CH‘Q&‘I’(O (4‘*‘4@—%)‘1’(0:0 (49)

olarak yazilir. Yapilan doniisiim sonrasinda yazilan bu denklem incelendiginde konfluent hiper-

yazildiginda

geometrik diferansiyel denklem olmadigi goriiliir. Konfluent hipergeometrik diferansiyel denk-

leme donistiiriilmesi icin ¥(¢) dalga fonksiyonu

= 1+vitda Vi+40‘ (50)
olmak tlizere
V() = (e 3w(() (51)

olarak alinsin. Bu fonksiyonun ¢ degiskenine gore birinci mertebeden tiirevi

d !

VO = Q)+ ¢ ( —se () +ebu <c>)
4 (TCM 4 <2> e5w(Q) + (e ()

olarak elde edilir. Ikinci mertebeden tiirevi de

L = (rr-1e? - Lot e $e©)
i () = |[r(r— —2C e 2w((

I ( eSO et (c))

esitliginde gerekli islemler yapilarak

d2 " )
dT;Q\IJ(C) - CTQ_%W Q)+ <_ %CT +r¢" T - ;C) e 3w (€)

S lc) eHu(()

+ (r(r — 1) - 5

diizenlendiginde

d2 " ,

@O = e+ (27"4” - 4’") e 50'(Q)
+ (r(r )¢+ ig’”) e 5w(C)
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seklinde yazilir. ¥(() dalga fonksiyonu ile olusturulan birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri (49)

denkleminde yerlerine yazilirsa

4

1 r / 1 E
g <(r<“ - %)e*%w«) + (e 5w <<>> - <4 tE 2<> (e5w(() =0

denklemi elde edilir. w(() ve tirevlerine gore diizenlemek igin

reT5W(0) + <2rc”—<’“>e3w’<<>+<r<r—1><’“2—r<’"1+1<7“>e3w<<>

<

e 3w (¢) + <27“Cr_1 -+ 1Cr> 6_%“)/(0

2
) T T E T
- (r(r —1)¢ =7 0 e 2142 -3¢ - ng T 22 >e—§w(¢) =

denkleminde islemler devam ettirilerek

Cem5w" () + (%« -¢+ ;)Cr‘le—iw’(o

r—2 r—1
_ (T(r_l)cr—Q_rgr—l_’_iCT_i_;TCT—Q_iCT—l_igT_ CVC4 + EC2 >€_gW(<) -0

¢"~2 ve ("~ ! ortak parantezlerine alindiginda

< /

(e 2w (O) + <2r — ¢+ ;) Sy

e 1 «
(C 2[r(r1)+2r4

denklemine ulasilir. Elde edilen son denklemde ("2 ile carpim durumunda bulunan

1 FE
r—1( .. = =
+¢ [ T 4+2

>6—3w<<> =0 (52)

1 «
o
r(r )—|—2r 1

ifadesi (50) esitliginde secilen r degeri icin sifira esittir. Bu durumda (52) denklemi ¢ # 0 olmak

lzere
1
Cr—l
ile carpilarak diizenlendiginde
d? 1 d E 1
Gl + (245 =) @ = (5 -7 = 3 w0 =0 (53)

konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemi elde edilir. Olusturulan son denklem ile konf-

luent hipergeometrik diferansiyel denklem karsilastirildiginda

1 E 1
27 7:27,—’_77 a=_—-—7Tr——

z=(==2 2 2 1
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oldugu goriliir. O halde (53) ile verilmis konfluent hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir

¢6ziimil (43) esitliginden C'(«, ) sabiti ile ve ¢ integral degiskeni olmak tizere

wl(g —-r= 2727"’" %,ZC2> = C(% —r— %,27‘—4— %)e“Q
/1 (1-— q)(girii)ilq(QrJr%)*(%*T*i)*leanqdq
0
olarak elde edilir. Diger ¢6zlimii de (44) esitligi ile
w2(% —r— %,27” + %JQ) _ C(% o 527" n %)$2(1_(gr+%))exz
/01 (1—q)F D@42~ Gr=De=44q, 2 i

olarak yazilir. Genel ¢6zlimi, (42) esitligi kullanilarak ¢; ve ¢, gercel veya karmasik sabitleri ile

E 1 1 E 1 1
w(z?) 201W1<5—7“_Za27'+§7372) +C2w2<§ _7“_1727“4‘57372)

formunda yazilir. Béylece dalga fonksiyonu, (51) ile verilen déniisiim kullanilarak N normali-

zasyon sabiti olmak lizere

2 E 1 1 B 1 1
U(x?) = Naz?'e 2 [C1 w1 (5 S 1,27’ + 5,332) +c w2(5 e 1727"4‘ 27352)]

biciminde hesaplanir. Sinir degerleri verildiginde elde edilen genel ¢6ziimden denklemin 6zel

¢6zlmii elde edilebilir.
4.3. Bir Coulomb Alani Tarafindan Sa¢ilmanin Kiiresel Koordinatlarda Coziimii
¢ h Planck sabiti

e i = h/2m evrensel sabit

¢ p parg¢acigin momentumu

A = h/p dalganin boyu

L enerji seviyesi

k = p/h = 27 /X yayillma sayisi

r parc¢acigin konum vektori

I agisal momentum kuantum sayisi

P, Legendre polinomlari

n =0,1,2,... Baskuantum sayisi
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¢ u., r degiskenine bagli Coulomb dalga fonksiyonunun tamamini temsil eden fonksiyon

Ue = Z Ry(r)Pi(cosh)
=0

olmak tizere radyal dalga denklemi

olarak yazilir. Radyal denklemde
Ri(r) = r'e™ fi(r) (55)

dontlisimii yapilirken birinci tiirev

R : ‘ kr )
él(:) = 1rU=De* g () + rlike™ fi(r) + e f, (r)

seklinde yazilir. Doniisiimiin ikinci mertebeden tiirevinin elde edilmesi icin birinci mertebeden

tiirevde elde edilen ifade 6nce 72 ile carpilirsa

R | | -
r2 ;5:’”) = lT(H_l)eZkal(’l”) + Tl+2ik€Zkal(’l") + Tl+261k’rfl (T‘)

esitligi yazilir. Elde edilen bu ifade bagimsiz degisken olan »’ ye gore tekrar tiirevlendiginde
d d , . o
— (r2ﬂ> = I(l+ l)rle’k’"fl(r) + lrlHikelkrfl(r) + l'rl“e’krfl (r)

dr dr
+ I+ 2)rl+1ikeikrfl(r) + THQiQerik’"ﬁ(r) + rl“ikeik’"fl/ (r)

+ (l + 2)Tl+leik:rfl’ (’I") + Tl+2ikeikrfl’ (’I") + ’I"l+2€ikrflu(7“)

1
bi¢iminde yazilir. Elde edilen ikinci mertebeden tirevin — ile ¢arpilmis hali, birinci mertebeden
T

tiirev ve (55) ile verilen doniisiim radyal denklemde yazilirsa
rleikrfl”(r) + [lrFl + ikt + (1 + 2)ikrt ™ + ik:rl} eikrfl/(r)
[ PR ik 4 2)ikr T 2 )

+ [erl —2nkrt=t — 11 + l)rl*Q] ek fi(r) =0

denklemi elde edilir. Son denklem bagimsiz r degiskenine bagh f;(r) fonksiyonuna gore diizen-
lendiginde

rtet®T £ (r) + [(2l +2)rt=t ¢ 2ikrl} e £ (1) + [(2[ + 2)ikr! 7t — an‘rl_l} e* fi(r) =0
biciminde yazilir. Son denklem r # 0 olmak iizere (¢**"r!=1)~! ile carpilarak

d? d
r% n [2(1 +1)+ 22‘1{@ d—ff + [2i/~c(l +1) - Wﬁ} fi=0 (56)
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seklinde elde edilir. Son denklem, konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem ile karsilasti-

rildiginda bu denklemin déntistiiriilmek istenen denklem tipinde olmadig1 goriiliir. Elde edilen

son denklemde z = —2ikr doniisiimii uygulansin. Burada f;(r) fonksiyonun r degiskenine gore
birinci mertebeden tiirevi
dr dx

olarak yazilir. f; fonksiyonun r degiskenine gore ikinci mertebeden tiirevi ise
d2fl 2 defl
2O g2l
dr? U
olarak elde edilir. Olusturulan birinci ve ikinci mertebeden tiirev ifadeleri (56) denkleminde

yerlerine yazilarak

2,20 fi o\ dfi 4
2,2 1 _ —
P4k [2(1 1) :):} (—2ik) 2 + [mk(z 1) 2nk} fi=0
elde edilir. Elde edilen son denklem x = —2ikr esitligi ile diizenlenilerek
L Ay o\ dfi .
—2ike 5 + [2(5 1) - x} (~2k) 2 + [sz(z +1) - an} fi=0

1
bi¢iminde yazilabilir. (—2ik) ¢arpanlarini kaldirmak i¢cin son denklem & # 0 olmak tizere ik
i
ile carpilirsa
xdzf I
da?

denklemi elde edilir. Béylece (54) ile verilmis olan radyal denklem, konfluent hipergeometrik

+[2(l+1)—x]%+[—(l+1)+%}f;=0

diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis olur. Denklemde (n /i) teriminin paydasi rasyonel yapi-

lirsa
dx?

olarak yazilir. Doniistimler sonucu ulasilan bu denklem ile konfluent hipergeometrik diferansiyel

+[2(z+1)—x}%+[—(z+1)—m}fl:o

denklem karsilastirildiginda
a=I1l+1+in, v=2(l+1), z=x=—2ikr
esitlikleri yazilir. Sirasiyla (43) ve (44) esitliklerinden ¢ integral degiskeni ve C'(«, ) sabiti ile

(fi)(l+14in,2(l+1),-2ikr) = Cl+1+1in,2(l+ 1))6722']{7"

[5 (1 = q)Uertim =1 20 )= tin) =1 ikra g

0 q
ve
(Ff)o(l+1+1in,2(l + 1), =2ikr) = C(+1+in,2(I + 1))(—2ikr)= R0+ =2ikr
J‘Ul (1 - q)(l+1+in)72(l+1)qf(l+1+in)€2iqudq’ | # _71
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integral ¢oziimleri yazilir. Béylece (56) denkleminin genel ¢6ziimii, C; normalizasyon sabiti ol-

mak lizere c; ve co gergel veya karmasik sabitleri ile
filr) = Ci [er () (L + 1+ im, 20+ 1), =2ikr) + &2 (g (U + 1+ in, 21+ 1), ~2ikr)]

olarak elde edilir. (43) denklemi i¢cin sinir degerleri verildiginde elde edilen genel ¢6ziim kulla-
nilarak denklemin 6zel ¢dziimii elde edilebilir. Radyal denklem olarak verilen (55) doniisiimii

ise
Ry(r) = Cyrte®™ ey (fy), (141 +1in,2(1 + 1), =2ikr) + ca (f1)o(l + 14 in, 2(1 + 1), —2ikr)

biciminde yazilir.
Parabolik koordinatlar icin de benzer uygulama yapilmistir. Parabolik koordinatlar &, n, ¢ kiire-

sel kutupsal koordinatlar cinsinden

&€ = r—z=r(l—cosh)
n = r+z=r(1l+cosh)
= ¢
bagintilari ile yazilabilir. Hidrojen atomu i¢in kuantum mekaniginde parabolik koordinatlarda
dalga denklemi
R 4 |0 ou o [ ou 1 Pu| 2z
N ==t ||t ——u=Fu ,E<0
2u{€+77 35( o ) on\ "on §n0d* | £+

olarak yazilir (Schif, 1955). Son denklemin ¢6ziimiiniin ¢ degiskenine bagli oldugu ve diger iki
degisken n ve ¢’ ye bagh olmadig (Schif, 1955) kaynagindan incelenebilir. £ > 0 ve u. Coulomb

dalga fonksiyonunun tamamini temsil etmek {izere
Up = eisz

dontisiimii ile hidrojen atomu i¢in parabolik koordinatlarda verilmis olan dalga denklemi f fonk-

siyonu i¢in

d>f o df B
§d7§2+(1—zk§)d—§—nk:f—0

olur. Bu denklemin ¢6ziimleri (43) ve (44) esitliklerinden yazilir.
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4.4. Orantil1 Navigasyon Sistem ile Hedef Arama Kilavuzunun Konfluent

Hipergeometrik Fonksiyon Céziimleri

Taktik flizeler, firlatma evresi (Boost Phase), ara yol evresi (Midcourse Phase), sonlanma evresi

(Terminal Phase) olmak tlizere ii¢ evreden olusmaktadir (Neri, 2001).

Sonlanma Evresi
’l

-
Firlatma Evresi e’ l

i
T

Ara Yol Evresi l

Sekil 4.1. Fiize kilavuz evreleri(Neri, 2001)

¢ Firlatma evresi: Firlatma platformundaki fiizenin giivenli bir sekilde platformdan ayrilma-
s1 amag¢lanmaktadir.Bu evre, fiizenin platformdan firlatilmasindan, hizlandiricit motorun-

daki yakitin sonlanmasina kadar devam eder.

¢ Arayol evresi: Bu evrede fiizenin hizindaki artis neredeyse yok denilecek kadar kiicliktiir.

Fiize hedefin yakinlarinda kalabilmek i¢in kii¢iik hareketler yapabilir.

¢ Sonlanma evresi: Flizenin ugusundaki son evredir. Flizenin hedefe yeteri kadar yaklasarak

hedefi vurdugu evredir.

Askeri terimlerde fiize kilavuz (giidiim) sistemi, herhangi bir insan kontrolii olmadan bir hedefe
otonom olarak hareket edebilen araclara verilen isimdir. Sonlanma evresinde fiize giidiim sis-
temleri genel olarak komuta kilavuzu ve hedef arama kilavuzu olmak iizere iki gruba ayrilabilir
(Neri, 2001).

¢ Komuta kilavuzu: Bir izleme istasyonunda algiyacilarla hedefin ve fiizenin takip edilerek
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bir komuta hatti boyunca hedefe yonlendirilmesidir. Bu yontemde fiizenin, hedefin hare-

keti hakkindaki bilgileri hedeften almadigi anlasilmaktadir.

o Hedef arama kilavuzu: Flizenin, hedeften aldig1 sinyaller ile topladig bilgiler sonucu he-
defi takip etmesidir. Hedef arama kilavuzu hedefi tespit etmek icin enerji gdnderilmesi ya

da gonderilmemesi durumuna gore ii¢ farkli gruba ayrilir (Neri, 2001).

Yansiya
dalga edefin
Radar szelligi
dalgasi
{ J dalgasi j
Yar-Aktif Aktif Pasif

Sekil 4.2. Hedef arama kilavuz evreleri(Neri, 2001)

- Aktif hedef arama kilavuzu : Flizedeki arayicilar, hedefe kendileri enerji gondererek ve
hedeften yansiyan enerjiyi geri alarak hedefin takip edilmesidir. Bu yontemde hedefe gon-
derilen enerji nedeniyle flize hedef tarafindan tespit edileceginden fiizeye karsi tedbir ali-
nabilmektedir.

- Yar1-Aktif hedef arama kilavuzu: Fiize hedefini kendisi enerji gondererek tespit ve takip
etmemektedir. Hedefin tespit edilmesi farkli bir kaynak vasitasiyla yapilir. Hedefin tespiti
fiize tarafidan yapilmadigi icin hedef tarafindan fiizeye karsi tedbir alinmaktadir.

- Pasif hedef arama kilavuzu: Bu yontemde ise fiize hedef hakkindaki bilgileri hedefe her-
hangi bir enerji gonderilmeden tespit edilmesidir. Hedefin sahip oldugu ses, 1s1, 151k, radyo
sinyali, radar sinyali gibi cesitli elektromanyetik 1s1malar fiize lizerindeki algilayici tarafin-
dan toplanir. Bu yontemde hedefe herhangi bir sekilde enerji gonderilmedigi icin fiizeye

kars1 hedef tarafindan bir tedbir alinmaz.

Bu tez calismasinda, pasif hedef arama kilavuzunda kullanilan yontemlerden bir tanesi olan
orantili navigasyon ile hedef arama kilavuzu hakkinda bilgi verilmektedir. Orantili navigasyon
ve hedef arama kilavuzu hakkinda daha fazla bilgi icin (Neri, 2001) ve (Sioruris, 2004) kaynak-
larindan yararlanilabilir.

Orantili Navigasyon (PN): Orantili navigasyon yasasi, hedefi durdurmak i¢in yon hatasini sifir-

lamaya c¢alisir. Doniis hizi ve goris hatt1 hiz1 arasindaki oranti sabitine navigasyon sabiti (V)
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denir. Navigasyon sabiti flizenin ugacagi yoriingeyi biiyiik 6lciide etkilemektedir.

Orantili navigasyon kilavuzu (Proportional Navigation Guidance (PNG)), hedefin takipciye gore
konumunu belirleyebilen ve kendisini hedefe yonlendirmek icin kendi komutlarini formiile ede-
bilen bir kilavuzlama siirecini tanimlamak i¢in kullanilan terimdir. Hedefin bazi ayirt edici 6zel-
likleri araciligiyla bir hedefi segmeyi, tanimlamay1 ve takip etmeyi ya da kovalamay1 gerektiren
6zel bir kilavuz seklidir. Fiizeyi hedefe yonlendirmek i¢in ayirt edici 6zellik olarak; bir binadan
gelen 1s1 veya ses, bir yerlesim yerinden gelen 151k, bir ugak veya gemiden gelen radar dalgalari-
nin yansimalari gibi tanimlayici 6zellikler istihbarat kaynagi olarak kullanilmaktadir.

Orantili navigasyon ile hedef arama kilavuzunda tiiretilmis olan konfluent hipergeometrik dife-

ransiyel denklemin (Ko, 2011) ¢6ziimiinii ikinci béliimdeki integral yontemi ile elde edecegiz.

4.4.1. Hedef arama kilavuz sistemi (Ko, 2011)

Oncelikle diferansiyel denklemi tiiretmek icin taktik fiize giidiim teorisine dayanan problem ta-

nitilacaktir. Fiize-hedef angajman geometrisi (Sekil 4.3.) ile gosterildigi gibi verilmektedir.

o Gériig hatt vektorii

Eylemsizlik referansi
Sekil 4.3.Flize-hedef angajman geometrisi (Ko, 2011)

e V,,, fizenin hizinin buyukligi
¢ V}, hedefin hizinin buyuklugu

¢ ), ilk goris agcisi (line of sight angle (LOS))
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* 1y, Ucus yolu acisi
* 04, yalpa (dengeleme) acisi
e 7, goriis hatt1 vektori
olarak tanimlanmaktadir. Baslangictaki baslangi¢c yon hata agisi | ¢, — A | yeterince kiigiikse,

1-boyutlu dinamik gecikmeli dogrusallastirilmis bir orantili navigasyon kilavuz dongiist (Sekil

4.4.) ile gosterildigi gibi tasarlanabilir.

Kagirilan mesafe ',U(t)

y i 1 1] A [«
= s g pr."tgo di‘
ay'
PNG
e
1
Ts+1 ~

Dinamik gecikme

Sekil 4.4.1-boyutlu dinamik gecikmeli dogrusallastirilmis orantili navigasyon kilavuz dongiisti
(Ko, 2011)

Tasarlanan bu déngiiden asagidaki denklem elde edilmektedir. Dongii hakkinda daha fazla bilgi
icin (Ozkan, 2005) ve (Siouris, 2004) kaynaklarina bakilabilir.

X'(t) = FX(t) + Gaug(t) + Gu(t) 0<t<t; (57)

F, X, G ve G4 terimleri

01 0 y(t) 0 0
F=100 —1|, X=1]@® , G=|1 , Ga= |1 (58)
0 0 —1] Lam(t) | -1 ] 0 |

olarak olusturulmaktadir. Kullanilan bu matrislerde ve (57) denklemindeki degiskenler
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* ug = as(t), hedefin ivmesi

e u(t) = a.(t), hizlandirma komutu

e y(t), ilk goriis hatt1 vektortine dik olan goreceli konum
 ov(t), ilk goriis hatt1 vektoriine dik olan goreceli hizi

* ap(t), fizenin ivmesi

7, sistemdeki 1 boyutlu gecikmeyi temsil eden zaman sabiti
* ty, flizenin hedefine ulagtigl zaman

¢ v, goris hatt1 boyunca hedefe yaklasma hizi

o \'(t), goriis hattinin degisim orani

¢ N, orantili navigasyon sabiti (genellikle N > 2)

¢ b, orantili navigasyon kilavuz icin (Proportional Navigation Guidance) bir sabit

olarak tanimlanmaktadirlar. Kolaylik saglamasi i¢in, hedefin sabit oldugunu varsayarak

at(t) ~ 0 kabul edilmistir. Orantili navigasyon kilavuzunda, fiizenin hizlanma komutu
ac(t) = NveA'(t)

ile verilmektedir. GOriis agisini yeterince kiiciik tutan hedef arama kilavuz adiminda, kullanilan
denklemler
/ t t
) Y0

wlt) =7 (0, tgolt) = 72, "

olarak yazilmaktadir(Ko, 2011). r(¢) gorus hatt1 vektoridir. F', X, G ve G4 ve tanimlanmis olan

semboller (57) denkleminde yerlerine yazildiginda

Yy (t) 01 0 y(t) 0 0
o) | =10 0 —1| | w@) |+al)|l | +al)]| 1 0<t<ty
a,(t) | [0 0 =1 |an(t) | 0 | 1]
denklemi elde edilir. Matris islemleri gerceklestirilir.
y@) ] [ e ] ¢ 1+ [ o ]
y (1) (t) 0
O'(t) | =|—am®) | + + | ac(t) 0<t<ty
at(t)
a () _am(®) I N BPNC)
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Matrislerin toplami yapilarak

o 1T ot -
v (t) = —CLm(t) + at(t) + ac(t) 0<t< tf
) | | —em®g(—e@y

denklemi yazilir. a;(t) =~ 0 oldugu varsayilarak,

1 N'Uc

= —an(0) + 7y (0) + =y (0) -

ty
olmak tlizere ikinci dereceden adi diferansiyel denklem olarak

" 1. 1 N
y'(0)+ 2y () + —NueA(t) = co+ —(t; — 1)

biciminde yazilabilir. Kolaylik saglamasi i¢cin (PNG) orantili navigasyon kilavuzu b = 0 varsayimi

ile devam edilerek
") + 2 ) + _AW
4 T - T(ty —t)

denklemi elde edilir. Ancak olusturulan bu denklem konfluent hipergeometrik diferansiyel denk-

y(t) = co (59)

lem degildir. Secilecek uygun doniisiimlerle (28) denklemine ddniistiiriilebilir.

4.4.2. Denklemin konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem ile

integral ¢6ziimii

Bu béliimde déniisiimler sonucu denklemin elde edilisi ve integral ¢éziimleri incelenecektir.

t t
T=—,Y(T)= y(t) donlistimi uygulanarak ve
ty vt g
T 7 ’
e=, c=ey (0)+y(0),t€[01]
f

olmak tizere (59) ile verilmis olan denklem boyutsuzlastirilarak

" / N
ey (H)+y )+ 13 (t)=c (60)
biciminde elde edilir. Analitik ¢6ziimii elde etmek icin son denklem, degisken degisimini kulla-

narak konfluent hipergeometrik diferansiyel denkleme doniistiirelecektir.

1-1¢
xr =

€

(61)

w(z) = %

olarak alinsin. Burada ilk dontisiimde y degiskenin z’e ve x’'in de ¢ degiskenine bagl oldugu go-

riliir. Ayrica ikinici donlistimde y degiskeninin w degiskenine, w’nin x degiskenine ve z’in dee
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t degiskenine bagli oldugu goriilmektedir. Bu durumda y degiskeninin birinci mertebeden tiirevi

dt  dx dt  dw dz dt

olarak yazilir. Yapilacak dontistimler ile tiirevi uygulanirsa

dy_@dj+ dy dw dz

y = zw(z)

oldugundan birinci mertebeden tiirevi

y = w(m)( — 1) —i—xw/(ac)( - })

€ €

seklinde elde edilir. Yazilan son denklem dtizenlediginde

= (= D) wle) +ov (@)

€

olarak yazilir. Elde edilen bu tiirev kullanilarak y degisekinin ikinci mertebeden tiirevi

/= ()=o) (- ra@ (=)
biciminde elde edilir. Bu tiirev islemi diizenlenerek

!

v = ()@ @)+ 2w @)

seklinde yazilir. Olusturlan birinci ve ikinci mertebeden tiirevler (60) denkleminde yerlerine

yazilarak

N

e((é) (2w (z) + xw”(x))) + (— %)(w + zw (z)) + mww(x) =c

formunda yazilir. Son denklemde (1 — ¢) yerine (61) dontistimlerinde verilen (ze) yazilarak

’

(1> (2w’ () + zw' (x)) + ( — 1) (w+zw (z)) + ﬁJﬁw(ﬂﬂ) =c

€ €

(%)Qw,(:n) + (%)xw"(:n) + ( - %)w + ( - %):Ew,(x) + gw(x) =c

elde edilir. Bu denklem e ile ¢arpilarak diizenlendiginde

zw (z)+ (2 —2)w (z) — (1 — N)w(z) =ec (62)

konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemi elde edilir. (62) denkleminin homojen kisminin

¢oziimleri i¢in (43) ve (44) denklemlerinde C(«, ) sabit ve g integral degiskeni olmak tizere
1
wi(l—N,2,z) = C(1—-N, 2)6’”/ (1 —q) N1 =N)=lgmzag,
0

1
= C(l—N,Q)ez/ (1—q) NgNe ™dq
0
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ve (44) denkleminden
1
wa(l —N,2,z) =C(1— N, 2)[612636/ (1 — )t N"2g e g
0
yazilir. (42) denkleminden de genel ¢éziimii ¢; ve ¢, sabitleri ile
w(z) = cqwi(l — N,2,x) + cowa(l — N, 2, z)

olarak yazilir. Genel ¢6ztimi (61) ile verilen doniisiimler ile

—t 1-t¢ 1-—t 1—-t
y(t)zcl< )yl(l_NaQa >+C2< >y2<1_N7277>
€ € €
olarak diizenlenir. (60) denkleminin 6zel ¢6zlimi dahil edilerek kapali ¢6zliimii ise
w(z) = cwi(l — N,2,x) 4+ cows(1 — N, 2,x) + Nc .

olarak yazilir. (61) doniistimleri ile (60) denkleminin genel ¢6zimi

1—t¢ 1—¢ 1—¢ 1—1¢ c
ZJ:Cl( )yl(l—N>2,7)+C2( )yz(l—N,Q, >+
€ € € € N -1

biciminde yazilir.
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SONUC VE ONERILER

Genellestirilmis hipergeometrik diferansiyel denklem iizerinde yapilan déniisiimle hipergeomet-
rik diferansiyel denklem elde edilebilir. Bu denklemde doéniisiimler yapilarak Gauss hiperge-
ometrik diferansiyel denklem ve Hermite hipergeometrik diferansiyel denklem yazilabilir. Bu
tez calismasinda; hipergeometrik denklemde yapilan doniisiimle konfluent hipergeometrik di-

feransiyel denklemin olusturulmasi agiklandi. Bu ¢6ziimlerin

ul(z) = g(aaf)/? Z)
UQ(Z) = Zl_’yg(a -7+ 17 2- s Z)

z

uz(z) = e*g(y — a, 7y, —2)

oldugu gosterildi. Elde edilen ¢ozlimler ile konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin ge-

nel ¢6ziimiiniin, A, ve By sabitler olmak iizere
u = Alg(af% Z) + Blzl_,yg(a -7 + 17 2 - v Z)

formunda yazildig1 gosterildi. u3 ¢ozlimiiniin u; ve uy ¢cozlimleri ile dogrusal bagimsiz olmadigi
aciklandi. (33) denkleminden elde edilen (k1 = 1 — ) ve (k2 = 0) degerleri ile (34) ve (35)
denklemlerinde bulunan (P) ¢6ziimlerinin ayni oldugu gosterildi. Buradan, konfluent hiperge-
ometrik diferansiyel denklemin (k; = 1 — ) i¢in ¢oziimleri elde edilirken uygulanan adimlar
(k2 = 0) degeri ile uygulandiginda ayni ¢éziimlerin olusacag kolaylikla gériilebilir.

Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin ¢éziimlerinin integral gésterimlerine yer ve-

rildi. Bu integral gdsterimler
1
ui(z) = C’(a,’y)ez/ (1 -ty tr—erle=tqt
0
1
ug(z) = C(a,'y)zl'yeZ/ (1 =) 7t % dt, 1—~#0
0

1
ug(z) = C(a,’y)/ (1 — )yttt
0

formunda elde edildi. u3 ¢oziimiiniin u; ve ug ¢ézlimleri ile dogrusal bagimsiz olmadigi agiklan-
du.

Konfluent diferansiyel denklemin integral ¢6ziimlerini kullanarak tek boyutta yalanci harmo-
nik salinim denkleminin 6zfonksiyonlarinin ve 6zdegerlerinin bulunmasi gosterildi. Coulomb
dalga fonksiyonu ile yazilan denklem, secilen doniisiimle konfluent hipergeometrik diferansiyel
denkleme doniistiiriildi. Bu denklemin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziimi, elde ettigimiz integral
formundaki ¢6ziim ile elde edildi. Orantili navigasyon sistem ile hedef arama kilavuzunda kuru-
lan denklemde belirli déntistimler uygulanarak konfluent hipergeometrik diferansiyel denklem
formunda elde edilmesi gosterildi. Bu denklemin ¢éziimleri u; ve uy integral gosterimleri kulla-

nilarak yapild.
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Konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin asimptotik genislemeleri kulla-
nilarak uygulama boéliimiindeki denklemlerin ¢éziimleri icin calisma yapilabilir (Abramowitz,
1970 ve Jung, 2010). Hedef arama kilavuzunun konfluent difreansiyel denkleme déniistiirtile-
rek elde edilen ¢ozlimlerinin gercek hayatta askeri alanda ne gibi sonuglar verebilecegi iizerine

arastirma ve ¢alisma yapilabilir.
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